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Prólogo 


En este texto se proporciona un tratamiento elemental del álgebra lineal. apropiado para 
estudiantes del primero y segundo años del nivel licenciatura. No se requiere saber Cálculo; 
sin embargo, se incluye cierto número de ejercicios para estudiantes que tengan conoci- 
miento de él; estos ejercicios están marcados con claridad: “Para estudiantes que hayan 
estudiado cálculo”. 

Mi propósito principal al escribir este libro es presentar los fundamentos del álgebra 
lineal de la manera más clara posible. El aspecto pedagógico es lo más importante; el for- 
malismo es secundario. En donde es posible, las ideas básicas se estudian por medio de 
ejemplos numéricos (más de 200) y la interpretación geométrica. 

Mi tratamiento de las demostraciones varía. Aquéllas que son elementales y tienen 
un contenido pedagógico significativo se presentan con precisión, en forma apropiada 
para los principiantes. Unas cuantas demostraciones que son más difíciles, pero pedagó- 
gicamente valiosas, aparecen al final de la sección y marcadas “Opcional”. No obstante, 
otras demostraciones se omiten por completo, haciendo hincapié en lá aplicación del 
teorema. Siempre que se omite una demostración, trato de motivar el resultado, a menudo 
con un análisis acerca de su interpretación en el espacio bidimensional o tridimensional. 

Mi propia experiencia me ha llevado a concluir que la notación 2 es más un estorbo 
que una ayuda para los principiantes en el álgebra lineal; por consiguiente, en general he 
evitado su uso. 

Un axioma pedagógico es que el profesor debe ir de lo familiar a lo desconocido y 
de lo concreto a lo abstracto; en el ordenamiento de los capítulos se ha tenido en cuenta 
este principio. 


El capítulo 1 trata de los sistemas de ecuaciones lineales, cómo resolverlas y algunas 
de sus propiedades. También contiene el material básico sobre matrices y sus propiedades 
aritméticas. 


El capítulo 2 se refiere a los determinantes. Se ha aplicado el enfoque clásico de las 
permutaciones. En opinión del autor, es menos abstracto que el enfoque a través de n for- 
mas lineales alternantes y da al estudiante una mejor comprensión intuitiva del tema que 
un desarrollo inductivo. 
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El capítulo 3 presenta los vectores en los espacios bidimensional y tridimensional 
como flechas, y desarrolla la geometría analítica de las rectas y los planos en el espacio 
tridimensional. Dependiendo de los conocimientos previos de los estudiantes, se puede 
omitir este capítulo sin perder continuidad (véase la guía para el profesor a continuación 
de este prólogo). 


En los capítulos 4 y $5 se desarrollan los resultados básicos acerca de los espacios 
vectoriales reales de dimensión finita y las transformaciones lineales. Se empieza con un 
estudio de R” y se avanza lentamente hacia el concepto general de vector. 


El capítulo 6 trata del problema de los eigenvalores (valores propios) y la diagona- 
lización. 


En el capítulo 7 se dan algunas aplicaciones del álgebra lineal a problemas de apro- 
ximación, sistemas de ecuaciones diferenciales, series de Fourier y la identificación de 
secciones cónicas y superficies cuadráticas. Las aplicaciones a la administración, biología, 
ingeniería, economía, las ciencias sociales y las ciencias físicas se incluyen en una publi- 
cación opcional (en inglés) que constituye un suplemento para este texto, Aplicaciones 
de Algebra Lineal por Chris Rorres y el autor (publicada en español por Editorial Li- 
musa). En el suplemento se incluyen temas como: curvas del mejor ajuste a datos empi- 
ricos, dinámica de la población, procesos de Markov, cosecha óptima, modelos de Leon- 
tief en la economía, aplicaciones a la ingeniería, teoría de las gráficas y una introducción 
a la programación lineal. 

En el Capítulo 8 se presentan los métodos numéricos del álgebra lineal; no se re- 
quiere tener acceso a medios de computación, ya que se pueden resolver los ejercicios a 
mano o con la ayuda de una calculadora de bolsillo. En este capítulo se dan al estudiante 
conocimientos básicos de cómo se pueden resolver prácticamente ciertos problemas del 
álgebra lineal. También, muchos estudiantes completan sus estudios del álgebra lineal con 
la ingenua creencia de que, en la práctica, los eigenvalores se encuentran al resolver la 
ecuación característica. Es posible que algunos profesores deseen utilizar esta sección 
en conjunción con un curso de programación. 


He incluido gran número de ejercicios. Cada conjunto de ejercicios se inicia con 
problemas rutinarios de “habilidad” y progresa hacia problemas más teóricos. Al final del 
texto se dan las respuestas a todos los problemas de cálculo. 

Puesto que se tiene más materia! en este libro que el que se puede cubrir en un curso 
de un semestre o un trimestre, el profesor tendrá que seleccionar los temas; para auxiliarlo 
en esta sección, he agregado una gu ía para el profesor, a continuación de este prólogo. 


CARACTERISTICAS DE LA TERCERA EDICION 


La amplia aceptación de las dos primeras ediciones ha sido lo más satisfactorio y el autor 
agradece los muchos comentarios favorables y las sugerencias constructivas que ha recibido 
del público. Como respuesta a estas sugerencias he realizado los siguientes cambios: 


e Se han introducido ejercicios suplementarios al final de los capítulos 1, 2, 4, 5 
y 6. Estos ejercicios son diferentes de los que se encuentran al final de las sec- 
ciones y deben proporcionar alguna variedad adicional. 
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e Se ha agregado una sección nueva sobre la geometría de las transformaciones 
lineales en el plano (sección 5.3). Este material es muy útil para el profesor; le 
ayuda a reducir el nivel de abstracción en el estudio de las transformaciones 
lineales. 

e Se han simplificado algunos de los ejercicios de cálculo que eran innecesariamente 
tediosos. 

e Elejemplo 40 de la sección 4.6 y el análisis que lo precede son nuevos. Se muestra 
cómo encontrar una base para el subespacio generado por un conjunto de vec- 
tores “independientes”? del conjunto. Este método proporciona una base que es 
un subconjunto del conjunto dado de vectores. 

e La segunda edición del suplemento, Applications of Linear Algebra, contiene algu- 
nos temas nuevos: Geometría plana, Equilibrio de los cuerpos rígidos, El pro- 
blema de asignación y Gráficas con computadora. 


LIBROS COMPLEMENTARIOS* 


e Student Solutions Manual for Elementary Linear Algebra contiene soluciones 
detalladas para la mayoría de los ejercicios teóricos y muchos ejercicios de cálculo. 

e Solutions Manual for Applications of Linear Algebra contiene soluciones deta- 
lladas para todos los ejercicios. 

e Una publicación opcional complementaria, titulada Aplicaciones de Algebra Lineal 
(Chris Rorres y Howard Anton, 1979, publicado en español por Editorial Limu- 
sa), contiene aplicaciones a administración, biología, ingeniería, economía, 
ciencias sociales y ciencias físicas. Este suplemento también contiene un “mi- 
nicurso” en programación lineal que se puede cubrir aproximadamente en seis 
clases. 


*Sólo existen las ediciones originales en inglés, publicadas por John Wiley & Sons, Inc., Nueva York. 


Guía para el profesor 


CURSO ESTANDAR 


Se puede omitir el capítulo 3, sin perder la continuidad, si los estudiantes han estudiado 
con anterioridad rectas, planos y vectores geométricos en los espacios bidimensional y 
tridimensional. Dependiendo del tiempo disponible y la preparación de los estudiantes, 
el instructor tal vez desee agregar todo de este capítulo al material fundamental que se 


sugiere a continuación: 


Capítulo 1 
Capítulo 2 
Capítulo 4 
Capítulo 5 
Capítulo 6 


7 Clases 
5 Clases 
14 Clases 
6 Clases 
5 Clases 


Este programa es un tanto flexible; permite aprovechar una cantidad apreciable de 
tiempo de clase en el aula para analizar los problemas dejados como tarea, pero supone quese 
dedica poco de ese tiempo al material marcado como “opcional”. El profesor puede de- 
sarrollar su curso sobre este material según lo permita el tiempo, incluyendo clases acerca 
del material opcional y los capítulos 3, 7 y 8. 


CURSO ORIENTADO A LAS APLICACIONES 


Los profesores que deseen hacer hincapié en las aplicaciones a los métodos numéricos 
pueden preferir el programa que sigue, el cual llega a los eigenvalores y eigenvectores con 


mayor rapidez: 


Capítulo 1 
Capítulo 2 
Secciones 4.1-4.6 
Secciones 5.1-5.2 
Secciones 6.1-6.2 
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7 Clases 
5 Clases 
8 Clases 
3 Clases 
3 Clases 
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Siempre que se eliminen las secciones 5.4 y 5.5, el profesor debe omitir el material opcional 
que está al final de la 6.1, iniciar la sección 6.2 con las formas matriciales de los problemas 
1 y 2, y eliminar el ejemplo 9 de esa sección. 

Una vez que se cubra el material mencionado, el profesor puede elegir temas del ca- 
pítulo 7 u 8 del texto, o bien, elegir temas del suplemento, Applications of Linear Algebra. 
Dependiendo de los temas que se seleccionen, es posible que sea necesario cubrir algo del 
material de las secciones 4,7-4.10 ó 5.3-5.5. 
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1 
Sistemas de ecuaciones lineales 
y matrices 


1.1 INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DE ECUACIONES 
LINEALES 


En esta sección se da la terminología básica y se analiza un método para resolver los 
sistemas de ecuaciones lineales. 

Una recta en el plano xy se puede representar algebraicamente mediante una ecua- 
ción de la forma 


ax+a,y=b 
Una ecuación de este tipo se conoce como ecuación lineal en las variables x y y. En forma 
general, se define una ecuación lineal en las n variables x4, x3, . . ., xy como aquélla que 
se puede expresar en la forma 


Ayo 09X2 + 0004 4px, =b 


en donde 4,,47,..., än y b son constantes reales. 
Ejemplo 1 


Las siguientes son ecuaciones lineales: 


3y =7 xy 2x7 Ixe x= 7 
bx + 32+1 XFX + c+x=l 


Observe que una ecuación lineal no comprende productos o raíces de variables. Todas 
las variables se presentan únicamente a la primera potencia y no aparecen como argumen- 
to para funciones trigonométricas, logarítmicas o exponenciales. Las que siguen no son 
ecuaciones lineales: 
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+ 37 Ix+2y—23+x2=4 


y=senx=0 xy + 2x2 +3 


Una solución de una ecuación lineal 4,Xx, + 47Xx +... + 4yXn = bes una sucesión 
de n números 5;,52,..., Sn, tales que la ecuación se satisface cuando se hace la sustitu- 
ción xi = $1, Xa = S2,..., Xp = Sn. El conjunto de todas las soluciones de la ecuación 
es su conjunto solución. 


Ejemplo 2 
Encuéntrese el conjunto solución de cada una de las siguientes ecuaciones: 
(1) 4x—-2y=1 (11) xy — 4x,+7x3=5 


| A fin de encontrar las soluciones de (i), se puede asignar un valor arbitrario a x y 
despejar y, o bien, elegir un valor arbitrario para y y despejar x. Si se sigue el primer 
procedimiento y se asigna a x un valor arbitrario £, se obtiene 


xt y=2-3 


Estas fórmulas describen el conjunto solución en términos del parámetro arbitrario t. Es 
posible obtener soluciones numéricas particulares al sustituir £ por valores específicos. Por 
ejemplo, £ = 3 proporciona la solución x = 3, y = 11/2, y t = 1/2 proporciona la solu- 
ción x =-1/2, y = —3/2. 

Si se sigue el segundo procedimiento y se asigna a y el valor arbitrario £, se obtiene 


Aun cuando estas fórmulas son diferentes a las obtenidas con anterioridad, proporcionan 
el mismo conjunto solución cuando se hace variar t sobre todos los números reales posibles. 
Por ejemplo, las fórmulas previas dieron la solución x = 3 y = 11/2 cuando f= 3, 
mientras que estas fórmulas conducen a esta solución cuando?= 1 1/2. 

Para encontrar el conjunto solución de (ii) se puede asignar valores arbitrarios a 
dos variables cualesquiera y despejar la tercera variable. En particular, si se asignan los 
valores arbitrarios $ y t a x, y x3, respectivamente, y se despeja x, , se obtiene 


x=5+4s-—7t, X, =S, Xy =! 


| Un conjunto finito de ecuaciones lineales en las variables x1. x2, . . ., X„ Se conoce 
como sistema de ecuaciones lineales o sistema lineal. Una sucesión de números s}, S3, 
Sn es una solución del sistema six, = s1, X2 = S7,..., Xn = Sn esuna solución de toda 
ecuación en tal sistema. Por ejemplo, el sistema 


4x1, — X} + 3x; = -1 3x; + Xx + 9x; = —4 
tiene la solución xy = 1l, x} = 2, x3 = —l, puesto que estos valores satisfacen las dos 


| ecuaciones. Sin embargo, x, = 1, X, = 8, x3 = 1 no es una solución, ya que estos valo- 
res sólo satisfacen la primera de las dos ecuaciones del sistema. 
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No todos los sistemas de ecuaciones lineales tienen soluciones. Por ejemplo, si se 
multiplica la segunda ecuación del sistema 


x+ y=4 


2x+2y=6 


por 1/2, es evidente que no hay solución alguna, ya que las dos ecuaciones del sistema 
resultante 


x+r=4 
a+ y=3 


se contradicen entre sí. 

Cuando un sistema de ecuaciones no tiene solución se dice que es inconsistente. Si 
existe al menos una solución, se le denomina consistente. A fin de ilustrar las posibilida- 
des que pueden presentarse al resolver sistemas de ecuaciones lineales, considérese un 
sistema general de dos ecuaciones lineales en las incógnitas x y y: 


ax + biy =c (a,, b; ninguno es cero) 
ax + biy = C2 (az, b, ninguno es cero) 


Las gráficas de estas ecuaciones son rectas; se hará referencia a ellas como l; y lz. Puesto 
que un punto (x, y) está sobre una recta si y sólo si los números x y y satisfacen la ecua- 
ción de la misma, las soluciones del sistema de ecuaciones corresponden a puntos de inter- 
sección de !, y l,. Se tienen tres posibilidades (figura 1.1): 


a) Las rectas l; y l, pueden ser paralelas, en cuyo caso no existe intersección alguna y, 
como consecuencia, no hay solución para el sistema. 

b) Las rectas /} y l, pueden intersecarse en sólo un punto, en cuyo caso el sistema 
tiene exactamente una solución. 

c) Las rectas 1, y h pueden coincidir, en cuyo caso existe una infinidad de puntos de 
intersección y, por consiguiente una infinidad de soluciones para el sistema. 


Aun cuando sólo se han considerado dos ecuaciones con dos incógnitas, posteriormente 
se demuestra que se cumple este mismo resultado para sistemas arbitrarios; es decir, 


Figura 1.1 (2) Ninguna solución. (b) Una solución, (c) Una infinidad de soluciones. 


AAA 
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todo sistema de ecuaciones lineales no tiene solución alguna, tiene exactamente una 
solución, o bien, una infinidad de soluciones. 
Un sistema arbitrario de m ecuaciones lineales en n incógnitas se escribe 


A11X1 + 019X3 + "4 41pX, = Db, 


a21X1 + 027X2 + 00 + aX, = b2 


AmiX + Am2X2 A AmnXp = bm 


en donde x1, X2,..., xXx, son las incógnitas y lasa y b con sub índices denotan constantes. 
Por ejemplo, un sistema general de tres ecuaciones lineales en cuatro incógnitas se 
escribe 


11X1 + 412X23 + 013X3 + 14X4 = b; 
421X; + 422X23 + d23X3 + 024X4 = b3 


a31X; + A32X2 + 33X3 + 34X4 = b3 


El sub índice doble en los coeficientes de las incógnitas es una idea útil que se emplea 
para establecer la ubicación del coeficiente en el sistema. El primer subíndice del coefi- 
ciente ay indica la ecuación en la que se encuentra, y el segundo indica la incógnita que 
multiplica. Por tanto, 4,7 se encuentra en la primera ecuación y multiplica a la incógnita x3 . 

Si mentalmente se mantiene presente la ubicación de los signos +, las x y los signos 
= , es posible abreviar un sistema de m ecuaciones lineales en 1 incógnitas escribiendo 
únicamente el arreglo rectangular de números: 


Aj Qiz °°° Gin by 
da 42 “0% Az b2 
dm Am2 ATA Amn by 


Esto se conoce como matriz aumentada para el sistema. (En matemáticas se utiliza el 
término matriz para denotar un arreglo rectangular de números. Las matrices surgen en 
muchos contextos, y en secciones posteriores se estudian con más detalle.) Como ilustra- 
ción, la matriz aumentada para el sistema de ecuaciones 


xi + x2+2x,3=9 


2x, + 4x, — 3x; = l 
3x1 + 6x: — 5x, 


Il 
o 


es 
l l 2 9 
2 4 -3 l 
3 6 —5 


o 


OBSERVACION. Al construir una matriz aumentada, las incógnitas se deben escribir en el 
mismo orden en cada cuestión. 
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El método básico para resolver un sistema de ecuaciones lineales es reemplazar el 
sistema dado por uno nuevo que tenga el mismo conjunto solución, pero que sea más 
fácil de resolver. En general, este sistema nuevo se obtiene siguiendo una serie de pasos apli- 
cando los tres tipos siguientes de opcraciones a fin de eliminar sistemáticamente las incóg- 
nitas. 


Puesto que los renglones (líneas horizontales) de una matriz aumentada corres- 
ponden a las ecuaciones del sistema asociado, estas tres operaciones corresponden a las 
operaciones siguientes sobre los renglones de la matriz aumentada: 


Estas se denominan operaciones elementales sobre los renglones. El ejemplo que 
sigue ilustra cómo pueden aplicarse estas operaciones para resolver sistemas de ecuaciones 
lineales. Como en la sección que sigue se deduce un procedimiento sistemático para ha- 
llar las soluciones, no es necesario preocuparse por la forma en que se seleccionaron los 
pasos en este ejemplo. Por el momento, la atención debe centrarse en comprender los cálcu- 
los y el análisis. 


Ejemplo 3 


A continuación, en la columna de la izquierda se resuelve un sistema de ecuaciones 
lineales realizando las operaciones sobre las propias ecuaciones del sistema y en la colum- 
na de la derecha, se resuelve el mismo sistema realizando las operaciones sobre los renglones 
de la matriz aumentada. 


y+ y+2:=9 l 1 2 9 
2x+4y-3=1 2 4 —3 1 
3x+6r—5z=0 3 Ô 1539 0 

Súmese —2 veces la primera ecuación Súmese —2 veces el primer renglón al segundo 
a la segunda para obtener para obtener 
x+ y+2= 9 L l 2 9 
2p =z s 17 Ü 2i —7 —17 
3x+6r—-5z= 0 3- -u =S 0 
Súmese —3 veces la segunda ecuación Súmese —3 veces el primer renglón al tercero 


a la tercera para obtener para obtener 


24 


x+ y+4:i2zs 9 
2y- 7z= -17 
3y,— Ai =. 27 


Multiplíquese la segunda ecuación 
por 1/2 para obtener 


se y+ ¿es 
3 


y— 


a » 
| 
ja 
jaa 
N 
li 
| 
N 
3 


Súmese —3 veces la segunda ecuación 


a la tercera para obtener 


x + y 4 2e= 
y=%=- 
1 
2 


Multiplíquese la tercera ecuación 
por —2 para obtener 


x+y+2z= 9 
y- z=} 
z= 3 


Súmese —1 veces la segunda ecuación 


a la primera para obtener 


x ++} = 35 
v- = Y 
z= 3 


Súmese — 42 yeces la tercera ecuación 


r 7 
a la primera y 7 veces la tercera 


ecuación a la segunda para obtener 


x =1 
y =2 


Z= 


Ahora es evidente la solución 
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1 l 2 9 
0 2 "= nsf 
0 ES Y T Ti 


Multiplíquese el segundo renglón por 1/2 
para obtener 


1 1 2 9 
0 o1 -4 -4 
0 3 =11l -—7 


Súmese —3 veces el segundo renglón al tercero 
para obtener 


] l 2 9 
EE 
o 0-1 4 


Multiplíquese el tercer renglón por —2 para 
obtener 


1 1 2 9 
00 1-34 
0 0 1 3 


Súmese —1 veces el segundo renglón al primero 
para obtener 


o wil E edo 
NN A E 
0 0 1 3 


Súmese — veces el tercer renglón al primero 
y z veces el tercer renglón al segundo para 
obtener 


11 0 0 1 
0 1 0 2 
0 1 3 
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EJERCICIOS 1.1 
1, ¿Cuáles de las siguientes son ecuaciones lineales en x], x2, y x3? 


(a) xi +2x,x2+x3=2 (b) x, + x2 + x3 =sen Å (k es una constante) 
(e) x, = 3x: + 2x}? =4  (d)x,=/2x3-=x2+7 
le) xi +x3!-3x3=5 f) x =% 


2, Halle el conjunto solución para: 


(a) 6x — 7y=3 (b) 2x, +4x,-—7x,3=8 
ic) —3x, + 4x; — 7x; + 8x4 = 5 (d) ww — w +3x+y-4z=0 


3. Halle la matriz aumentada para cada uno de los siguientes sistemas de ecua- 
ciones lineales. 


(a) x,—2x= 0 (b) xi + xy = l 
3x, +4x, = -1 =; + 2x2 =x3=3 
2, 2 A =1008 

(C) x, + xX =] (d) x, =1 

2x2= Xy +x5s=2 Xx =2 
2x3 + X4 =3 


4. Halle un sistema de ecuaciones lineales que corresponda a cada una de las 
matrices aumentadas siguientes. 


E dl gaias E 1 0 0 
AC huag (o. 1 0] 
Mawka ado d lo 9b dorsal] 
1.000 1 

gena a) O 1 002 
5432 ] "isa g‘ 3 
00014 


5. ¿Para qué valor, o para qué valores, de la constante k el siguiente sistema de 
ecuaciones lineales no tiene soluciones? ¿Tiene exactamente una solución? 
¿Tiene una infinidad de soluciones? 


x= y=3 
2x-2y=k 


6. Considere el sistema de ecuaciones 


ax+by=k 
ex + dy = 
ex+Jy=m 


Analice las posiciones relativas de las rectas ax + by =k, cx +Fdy=1yex+fy=m 
cuando: 


de 
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a) El sistema no tiene soluciones 
b) El sistema tiene exactamente una solución 
c} El sistema tiene infinidad de soluciones 


7. Demuestre que si el sistema de ecuaciones del ejercicio 6 es consistente, enton- 
ces se puede descartar al menos una ecuación de él, sin alterar el conjynto 
solución. 


8. Sea k= l= m = Qen el ejercicio 6; demuestre que el sistema debe ser consis- 
tente. ¿Qué se puede decir acerca del punto de intersección de las tres rectas, 
si el sistema tiene exactamente una solución? 


9. Considere el sistema de ecuaciones 


x+y+2=a 
x + z=b 
2x+y+3z=c¢ 


Demuestre que para que este sistema sea consistente, a, b y c deben satisfacer 
c=atb. 


10. Demuestre que si las ecuaciones lineales x, + kx} = cyx, + lx, = d tienen 
el mismo conjunto solución, entonces las ecuaciones son idénticas. 


1.2 ELIMINACION GAUSSIANA 


En esta sección se da un procedimiento sistemático para resolver sistemas de ecuaciones 

lineales; se basa en la idea de reducir la matriz aumentada a una forma que sea lo suficien- 

temente simple como para que el sistema de ecuaciones se pueda resolver por observación. 
En el último paso del ejemplo 3 se obtuvo la matriz aumentada 


a partir de la cual la solución del sistema resultó evidente. 

La matriz (1. 1) es un ejemplo de una que se encuentra en la forma escalonada en 
los renglones reducida. Para encontrarse en esta forma, una matriz debe tener las siguientes 
propiedades: 
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Si una matriz tiene las propiedades 1, 2 y 3 se dice que está en la forma escalonada en los 
renglones. 


Ejemplo 4 


Las matrices siguientes están en la forma escalonada en los renglones reducida. 


1 0 0 4] foo 
7|, lo 1 of, 
o 0 1 ~ıj [00 1ı 


[an] 

o 
T oo ao 
O Oa. O = 
T O G w 
O o- oo 
O Owe 


Las matrices que siguen están en la forma escalonada en los renglones. 
1.4 3 7 1 1 0 
0O 1 6 2|, 10 1 0 0 0 l1 —]1 0 
0.0.1 Ss 000 
El lector debe verificar que cada una de las matrices anteriores satisface todos los requi- 
sitos necesarios. 


OBSERVACION. No es difícil ver que una matriz en la forma escalonada en los renglones 
debe tener ceros debajo de cada 1 principal (véase el ejemplo 4). Como contraste, una 
matriz en la forma escalonada en los renglones reducida debe tener ceros arriba y abajo 
de cada | principal. 


Si, por una sucesión de operaciones elementales sobre los renglones, la matriz au- 
mentada correspondiente a un sistema de ecuaciones lineales se pone en la forma escalonada 
en los renglones reducida, entonces es posible obtener el conjunto solución para el 
sistema por observación, o bien en el peor de los casos, después de unos cuantos sencillos 
pasos. El ejemplo que sigue ilustra estas consideraciones. 


Ejemplo 5 


Supóngase que la matriz aumentada correspondiente a un sistema de ecuaciones lineales 
se ha reducido por medio de operaciones sobre los renglones a la forma escalonada en 
los renglones reducida que se da. Resuélvase el sistema. 
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¡aa 
O OHIO 
S O +5 
O — O D 
O via p 


Solución para a). El sistema de ecuaciones correspondiente es 


Xi = oS 
X3 =-2 
x= 4 
Por observación, x; = 5,x = -2,x3= 4. 


Solución para b), El sistema de ecuaciones correspondiente es 


Xi + 4x4, = =—1 
X2 +2x= 
Xy + 3x = 2 


Puesto que X,, X2 Y X3 corresponden a | principales en la matriz aumentada, se les llamará 
variables principales. Al despejar las variables principales en términos de x4 da 


x = —1>— 4x4 
x= 6Ó=2x4, 
x= 2-3x 


Dado que a x4 se le puede asignar un valor arbitrario, por ejemplo £, se tiene una infini- 
dad de soluciones. El conjunto solución queda dado por las fórmulas 


x= --1-—A4t, x, =6- 21, x=2-3t, Xa =! 


Solución para c). El sistema de ecuaciones correspondiente es 


xX, +Ó6x, + 4x5 = -2 
X3 + 3x5 = l 
x4, +t 5x; = 2 


Aquí las variables principales son x1, X3 y ¥4. Al despejar las variables principales en 
términos de las variables restantes da 


X= == dx, => Ól 
X3 = l ar pe 


Xy =U |2 = Íx, 
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Como a x; se le puede asignar un valor arbitrario, £, y ax, un valor arbitrarió $, se tiene 
una infinidad de soluciones. El conjunto solución queda dado por las fórmulas 


x, = —-2 — 41 — ös, Xa = x=1-=3t, Xa=2-5t, X5; =t 
Solución para d). La última ecuación en el sistema correspondiente es 
Oxi a} 0x3 + 0x3 =i 


Ya que nunca es posible satisfacer esta ecuación, no existe solución para el sistema. 

Se acaba de ver qué fácil es resolver un sistema de ecuaciones lineales, una vez que 
su matriz aumentada se encueñtra en la forma escalonada en los renglones reducida. 
Ahora se explica un procedimiénto paso a paso, conocido como eliminación de Gauss-Jor- 


dan,* que se puede aplicar a fin de llevar cualquier matriz a la forma escalonada en los 
renglones reducida. A medida que se enuncie cada paso del procedimiento, se ilustra la 
idea llevando a esa forma a la matriz siguiente: 


6" $ <2 TO. TT] 
2400 “4 1 aN 
E SS y ay El 


Te A E id. MA E 
E OT E A E E 
To p == mo bol 


pas Columna más a la izquierda que ño 
consta completamente de ceros 


* Carl Friedrich Gauss (1777-1855). A veces conocido como el “príncipe de los matemáticos”, Gáuss 
hizo valiosas contribuciones a la teoría de los números, teoría de funciones, probabilidad y estadís- 
tica. Descubrió una manera de calcular las Órbitas de los asteroides, hizo descubrimientos básicos en 
la teoría electromagnética e inventó un telégrafo. 


Camille Jordan (1838-1922). Jordan fue profesor en la École Polytechnique en París, Fuc pionero 
en varias ramas de las matemiticas, incluyendo la teoría de las matrices. Se hizo en particular famoso por 
el Teorema de la Curva de Jordan, el cual afirma: una curva simple cerrada (como un círculo o un 
cuadrado) divide al plano en dos regiones conexas que no se intersecan. 
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Se intercambiaron el primero y 
segundo renglones de la matriz 
ejemplo. 


El primer renglón de la 
matriz anterior se 
multiplicó por 1/2. 


Se sumó —2 veces el primer 
renglón de la matriz anterior 
al tercer renglón. 


0 0 -2 0 7 12 
0 0 5 Duo =17 —29 


— Columna más a la izquierda que no consta 
completamente de ceros en la submatriz 


Se multiplicó el primer 
renglón de la submatriz por 
—1/2, para introducir un 1 
principal. 


Se sumó —5 veces el primer 
| renglón al segundo de eiia 

misma para introducir un 

cero debajo del 1 principal. 
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es ponon q 
1 2 -5 Se cubrió el renglón 
0 0 1 superior de la submatriz 
s m y se regresó una vez más 
0 0 0 L al paso 1. 
Columna más a la izquierda que no consta 
completamente de ceros en la nueva submatriz 
5 gy RUGE <A Se multiplicó el primer 
1 2 K 5 3 6 ns 14 (y único) renglón de la 
0 S 0 A Ti 0 -4 y —6 nueva submatriz por 2, 
n F para introducir un 1 
0 0 0 0 1 Z principal. 


La matriz completa está ahora en la forma escalonada en los renglones. A fin de encontrar la 
forma escalonada en los renglones reducida se necesitan los siguientes pasos adicionales: 


pl 2 -5 3 6 14 Se sumó 7/2 veces el tercer 
lón de 1 tri teri 
0 0 1 0 0 1 ido a matriz anterior 
0 0 0 0 1 2 
1 2 -5 3 0 2 ) 
cs e eri 
0 0 0 0 1 2 
a 2 0 3 0 7 Se sumó 5 veces el 
0 0 l 0 0 1 segundo renglón al 
primero. 
0 0 0 0 l 2 


La última matriz está en la forma escalonada en los renglones reducida. 
Ejemplo 6 


Resuélvase por medio de la eliminación de Gauss-Jordan. 


Xı aj 3x2 E 2x3 + 2x; = 0 
2x1 + 6x7 — 5x3 — 2x4 +4xs- 3x, = -l1 
5X3 F 10x4 $ 15x6 = 5 


2x, + 6x2 + 8x4 +4xs + 18x = 6 
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La matriz aumentada para el sistema es 


mal dica *y 
ag E 2-3 =1 


NO — 
DO os 
u 
a. 

o 
© 
— 

u 
tn 


a rd 
0.0 =h =f] 0-3 
© 0 $ 10 0. 19% 3 
poolzag zol ng abenglarogaro]gl ns yy 


Al multiplicar el segundo renglón por —1 y, a continuación, sumar —5 veces el segundo äl 
tercero, y —4 veces el segundo al cuarto da 


G Oi o S 
O oO ou 
So — a 
o ono 
QOO 
O O uU gG 
M O |Á- 9 


Al intercambiar el tercero y cuarto renglones y después de multiplicar el tercer renglón 
de la matriz resultante por 1/6 se llega a la forma escalonada en los renglones 


«2 


SO O $ 
OOO 
O 3 = 

So ha 
S O Suv 
>- uu O 
O ue = O 


Ál sumar —3 veces el tercer renglón al segundo y después de sumar 2 veces el segundo 
renglón de la matriz resultante al primero, se obtiene la forma escalonada eñ los renglones 


feduciéla 
|1 3 0 4 2 0 0 
0 0 1 2 0 0 0 
0 0 0 0 0 I 5 
0 0 0 0 0 0 0 
El sistema de ecuaciones correspondiente es 
Xi eje 3x3 af 4x4 + 2x5 = 0 
X3 + 2x4 =0 
X6 =3 
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(Se ha descartado la última ecuación, Ox, + 0x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 + 0x, = 0, puesto 
que será satisfecha automáticamente por las soluciones de las ecuaciones restantes.) Al 
despejar las variables principales, se obtiene 


X1= = 3x; — 4x, — 2x; 
Xy al —2Xa 

A $ 
X6 = 3 


Si se asignan a x2, Xa y X5 los valores arbitrarios r, $ y t respectivamente, la solución 
queda dada por las fórmulas 


xy =—Fr—4s 2n qa MIE LES. lh Mg? 
Ejemplo 7 


A menudo conviene más resolver un sistema de ecuaciones lineales, llevando la matriz 
aumentada hacia la forma escalonada, sin llevar a cabo todos los pasos hasta la escalonada 
reducida. Cuando se hace esto, se puede resolver el sistema de ecuaciones que corresponde 
por medio de una técnica llamada sustitución hacia atrás. Ahora se ilustra este método utili- 
zando el sistema el ejemplo 6, 

Por lo obtenido en los cálculos del ejemplo 6, una forma escalonada en los renglones 
de la matriz aumentada es 


l 3 -2 0 2 0 0 

0 0 l 2 0 3 } 

0 0 0 0 0 l 4 

0 0 0 0 0 0 0 

Para resolver el sistema de ecuaciones correspondiente 

Xi + 3X2 172% + 2x3 =0 
X3 + pE + Ixe = 1 
x=+4 


se procede como sigue: 


X; = —3x2 + 2x, — 2x5 
x3 = l — 2x4 3x6 


—i 
Xs = 3 
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Al sustituir xs = 1/3 en la segunda ecuación da 


Xı i — 3x; + 2x3 ZO 
X= = ¿Kg 

E AL 

Xe = 3 


Al sustituir x3 =—2x4 en la primera ecuación da 
Xx1 = 3x2 -4X4 —2X5 


X3 ==2X4 
Xe = 3 


Si se asignan a X3, X4 y X5 los valores arbitrarios r, s y t, respectivamente, el conjun- 
to solución queda dado por las fórmulas 


1 
xi = -—3r -4s —21, x: = +, Xx3= 25, Xa4= Ss, Xs=l, X6=3 
Esto concuerda con la solución obtenida en el ejemplo 6. 
El método de resolver sistemas de ecuaciones lineales reduciendo la matriz aumenta- 
da a la forma escalonada en los renglones se llama eliminación gaussiana. 
Ejemplo 8 
Resuélvase 
x+ y +2:=9 
2x+4y-- 3z= 1 
3x +6y— 52=0 


Por eliminación gaussiana. 


Solución. Este es el sistema del ejemplo 3. En ese ejemplo se convirtió la matriz aumentada 


[1 l 2 9 
2 4 —3f ] 
3 6 —5 0 
a la forma escalonada en los renglones 
I I 2 9 
0 e 
0 0 l 3 
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El sistema correspondiente a esta matriz es 


E ds 


na na 
ta 
l 


ta 


y äi 


Al despejar las variables principales da 


Sustituyendo la ecuación de abajo en las que se encuentran arriba queda 


35 y 
y =2 
-=3 


y al sustituir la segunda ecuación en la de arriba da 


wal 
p=2 
2=0 


lo cual concuerda con la solución encontrada por medio de la eliminación de Gauss-Jor- 
dan en el ejemplo 3. 


OBSERVACION. El procedimiento que se ha dado para reducir una matriz a la forma 
escalonada en los renglones o a la escalonada en los renglones reducida resulta apropiado. 
para utilizar computadoras porque es sistemático. Sin embargo, a veces este procedimien- 
to introduce fracciones, las que, de lo contrario, se podrían evitar al hacer variar los pasos 
en la forma correcta. Por consiguiente, una vez que haya dominado el procedimiento 
básico, es posible que el lector desee hacer variar los pasos en problemas específicos a fin 
de evitar fracciones (véase el ejercicio 13). Se puede probar, aunque no se hará, que no 
importa en qué forma se hagan variar las operaciones elementales sobre los renglones, 
siempre se llega a la misma forma escalonada en los renglones reducida; es decir, la forma 
escalonada en los renglones reducida es única. No obstante, una forma escalonada en los 
renglones no es única; al cambiar la sucesión de operaciones elementales sobre los renglo- 
nes es posible llegar a una forma escalonada en los renglones diferente (véase ejercicio 14). 


EJERCICIOS 1.2 


1. ¿Cuáles de.las siguientes matrices está en la forma escalonada en los renglones 


reducida? 
1. 0-0] 010 1 07 
(9/0 0 0 wi 0 ð (c) | 01.0 
0 0 1 0.0.0] 0.0.0 
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, ? 
12030 L00 5 i 
00110 1.0.3 1 
lioo i A Dto 12 a 
| 0104 E 
e 0000 


2. ¿Cuáles de las siguientes matrices están en la forma escalonada en los renglones? 


1.23 1 10 
1-7 3 3 

(a)l0 0 0 (b) Ú 1 o 3 (c)|0 i 0 
0 0 I 0.0.0 
A es ob 
i 2 2 , 

(d) TD ley [o 1 2 (110 0 0 
o EE 0.0 3 00.0 
00000 F 


3. En cada inciso suponga que la matriz aumentada para un sistema de ecuaciones 
lineales se ha llevado por medio de operaciones sobre los renglones a la forma 
escalonada en los renglones reducida que se da, Resuelva el sistema. 


L004 1 0.0307 

(alor o bo i 0 -i 4 

loo 12 A digin vdp is saa 

det indir des quel 6 

0 0 ıı 0 3 I its 
alo 0 10 

lo o o i 4 2 ISS 

yn o o oo 0 L 


4. En cada inciso suponga que la matriz aumentada para un sistema de ecuaciones 
lineales se ha llevado por medio de operaciones sobre los renglones a la forma 
escalonada en los renglones que se da, Resuelva el sistema. 


do, padausds 12 60010 la qussvY 290107 
ay ponda salgo (a) ler asd snol z 
S m0 TA S el «2 
be binedols 0na Moges] 
| ye 
ce Lasa q E da) [0.1.3 3 
0. 0 0 l 4 dd 
o 0o 0o 0 0 | 


5. Resuelva cada uno de los sistemas que siguen por medio de la eliminación de 
Gauss-Jordan. 


lc) x—,y+22- w=-! 

(a) x+ x3+2x3=8 (b) 2x,+2x,+2x,=0 
=X; = 2X, + 3x; = l = 2x + 5x3 + 2Xy = —=x+2y=42+ w= | 
3x, — 7x, + 4x, = 10 =7x, + 7x2 + x3=0 3x 


2x+ p-2z-2w= -2 


— 3w = —3 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


. Resuelva cada uno de los sistemas del ejercicio 5 por eliminación gaussiana. 


. Resuelva cada uno de los sistemas siguientes por eliminación de Gauss-Jordan. 


(a) 2x, — 3x, = -2 (b) 3x,+2x,- x= -15 (Ej  4x,—3x,= 12 
2x1 + x= l SX, + 3x, + 2x, = 0 3x,—6x,= 9 
3x +2x,= 1 3x + x2+3x3= Il —2x, +4x,= —6 

lx, + Txi = —30 


. Resuleva cada uno de los sistemas del ejercicio 7 por eliminación gaussiana. 


. Resuelva cada uno de los sistemas que siguen por eliminación de Gauss-Jordan. 


la) 5x,+2x,+6x,=0 (b) x— 2x2+  x3-= 4x4=1 
+29 + x3+3x,=0 A+ 3x4 7x4 + 2x4=2 
xı — 12x, — 11x, — l6x¿ =5 


Resuelva cada uno de los sistemas del ejercicio 9 por eliminación gaussiana. 
Resuelva los sistemas que siguen, en donde a, b y c son constantes. 


(a) 2x4+ v=a (b) x+ x+ x3=a 
3x + 6y =b PEF +2x3=b 
3x2 + 3x3 = C 


¿Para qué valores de a el sistema que sigue no tiene soluciones? ¿Tiene exacta- 
mente una solución? ¿Tiene infinidad de soluciones? 


x+2p= 3 
O 
4x+ y+(a—l4)z=a+2 


1 


j 
Ma 


Lleve 


a la forma escalonada en los renglones reducida sin introducir fracción alguna. 


Encuentre dos formas escalonadas en los renglones diferentes para 


Resuelva el sistema de ecuaciones no lineales que sigue para los ángulos desco- 
nocidos a, $ y y, endonde0<a<?2r,0<Ps<2ry0<y<r. 


16. 


17. 


13. 
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2senx— cos f +3 tan y = 3 
4senx + 2 cos B— 2 tan y = 2 
6senx — 3 cos f tan y =9 


Describa las formas escalonadas en los renglones reducidas que sean posibles para 


Demuestre que si ad — be 4 0, entonces la forma escalonada en los renglones 
reducida de 


Aplique el resultado del ejercicio 17 para demostrar que siad — be Æ O, enton- 
ces el sistema 


ax+by=k 


cx+dy=! 


tiene exactamente una solución. 


1.3 SISTEMAS HOMOGENEOS DE ECUACIONES LINEALES 


Como ya se señaló, todo sistema de ecuaciones lineales tiene una solución, una infinidad 
de soluciones, o bien, ninguna solución. A medida que se avance, se presentan situaciones 
en las que no se tiene interés en encontrar las soluciones para un sistema dado, si no que, 
por el contrario, se trata de decidir cuántas soluciones tiene el sistema. En esta sección 
se consideran varios casos en los que es posible, por simple observación, llegar a proposi- 
ciones acerca del número de soluciones. 

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo si todos los términos 
constantes son cero; es decir, el sistema tiene la forma 


11X + 192 +... yx =0 
da1X1 + a9X2 +... + QgpXn =Q 
Umi X 1 Hama Xa han ri ER 0 


Todo sistema homogéneo de ecuaciones lineales es consistente, ya que xı = 0, x2 =0, 


- , Xp =0 siempre es una solución. Esta solución se conoce como solución trivial; si 


existen otras soluciones, se dice que son soluciones no triviales. 
Dado que un sistema homogéneo de ecuaciones lineales debe ser consistente, se 


tiene una solución o una infinidad de soluciones. Puesto que una de estas soluciones es 
la trivial, se puede afirmar lo siguiente: 
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Para un sistema homogéneo de ecuaciones lineales, se cumple exactamente una de 
las siguientes proposiciones: 


l. El sistema tiene sólo la solución trivial. 
2. El sistema tiene una infinidad de soluciones no triviales además de la trivial. 


Existe un caso en el que queda asegurado que un sistema homogéneo tiene soluciones no 
triviales; a saber, siempre que el sistema comprende más incógnitas que ecuaciones. Para 
ver la razón, considérese el ejemplo que sigue de cuatro ecuaciones en cinco incógnitas. 


Ejemplo 9 


Resuélvase el sistema homogéneo de ecuaciones lineales que sigue, aplicando la elimina- 
ción de Gauss-Jordan. 


2x1 +2x2= M3 +x53=0 
=X¡— Xa + 2X xs =0 pa 
Xi + x2—2x, =x.s=0 
Na E Xg t=O 
La matriz aumentada para el sistema es 
z 2 =] 0 l 0 
—- = 2 =3 l 0 
l l1 =2 =1 0 
0 0 l l l 0 
Al llevar esta matriz a la forma escalonada en los renglones reducida, se obtiene 
l l 0 0 l 0 
0 0 l 0 l 0 
0 0 0 l 0 0 
0 0 0 0 0 0 
El sistema correspondiente de ecuaciones es 
Ni T) +x5=0 
X3 + Xx5.=0 (1.3) 
X4 =0 
Despejando las variables principales se llega a 
Xi Ea o Xx LEAR 
X= —XE 


A 
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Por tanto, el conjunto solución queda dado por 
x% = —5-l, bni a= Mh  Xx4=0,  xs5=1 
Nótese que se obtiene la solución trivial cuando s = ¿= 0. 


En el ejemplo 9 se ¡ilustran dos hechos importantes acerca de la resolución de sis- 
temas homogéneos de ecuaciones lineales. En primer lugar, ninguna de las tres operaciones 
elementales sobre los renglones puede alterar la columna final de ceros en la matriz au- 
mentada, de modo que el sistema de ecuaciones correspondiente a la forma escalonada en 
los renglones reducida de la matriz aumentada también debe ser un sistema homogéneo 
(véase el sistema 1.3 del ejemplo 9). En segundo lugar, dependiendo de si la forma esca- 
lonada en los renglones reducida de la matriz aumentada tiene algún renglón sólo con 
ceros, el número de ecuaciones en el sistema reducido es igual o menor que el número de 
ecuaciones en el sistema original (compárense los sistemas 1.2 y 1.3 del ejemplo 9). Por 
consiguiente, si el sistema homogéneo dado tiene m ecuaciones en n incógnitas con m 
< n, si existen r renglones diferentes de cero en la forma escalonada en los renglones 
reducida de la matriz aumentada, se tendrá r < n; así entonces, el sistema de ecuaciones 
correspondiente a la forma escalonada en los renglones reducida de la matriz aumentada 


se verá 
Xp, +X()=0 
“u rup (1.4) 
Xy + Y )=0 
en donde Xx 1, Xx2,  - -, Xgr son las variables principales y Z(  ) denota sumas que com- 


prenden las n —r variables restantes. Al despejar las variables principales da 


X =-XM) 
Xp, = Y) 
Xy = —2(.) 


Como en el ejemplo 9, es posible asignar valores arbitrarios a las variables del segundo 
miembro y obtener así una infinidad de soluciones para el sistema. 
En resumen, se tiene el importante teorema que sigue: 


Teorema 1. Un sistema homogéneo de ecuaciones lineales con más incógnitas que ecua- 
ciones siempre tiene una infinidad de soluciones. 


OBSERVACION. Nótese que el teorema 1 sólo se aplica a los sistemas homogéneos. Un 
Sistema no homogéneo con más incógnitas que ecuaciones no necesariamente es consistente 


(ejercicio 11); sin embargo, si el sistema es consistente, tendrá una infinidad de soluciones. 
Se omite la demostración. 
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EJERCICIOS 1. 3 


I. Sin utilizar lápiz ni papel, determine cuáles de los sistemas homogéneos que 
siguen tienen soluciones no triviales. 


la) x,+3x+5x3+ x¿=0 (b) x+2x2+3x3=0 


4x, — 7x3 — 3x3 Xx4=0 xX, + 4x,=0 

3x1 +2x2 + 7x3 +H 8x4 = 0 5x3 =0 
(C) 411X1 + 412X2+013x3=0 (d) xy + x,=0 

d31X; + 037X2 + da23X3=0 2xi+2x,=0 


En los ejercicios 2 al 5, resuelva el sistema homogéneo dado de ecuaciones lineales. 


2. 2x; + x2+3x,=0 3. 3x; +x + x3 + x4 =0 
xy + 2X3 wg 5 Tx t rA a F0 
X,+ x3=0 


4. 2x; ~ 4x, + x3+x4=0 S x+6y-22=0 
Xi — 5X3 + 2xy =0 2x—4y+ 2=0 
2x3 — 2x4 Xy = 
xi + 3x3 + x4=0 
Xi = 2x; — Xx3+x4=0 


6. ¿Para cuál valor, o cuáles valores, de À el siguiente sistema de ecuaciones tiene 
soluciones no triviales? 


(LL 3)x + ¿¡=0 
x+(2— 3y =0 


7. Considere el sistema de ecuaciones 


ax+by=0 
cx + dy = 
ex+fy=0 


Analice las posiciones relativas de las rectas ax + by =0,cx + dy=0yex + 
fy = 0, cuando: 
a) el sistema tiene Únicamente la solución trivial 
b} el sistema tiene soluciones no triviales. 
8. Considere el sistema de ecuaciones 


ax+bhy=0 


exoedy=0 


a) Demuestre que six = xo, Y = yop es cualquier solución y k es cualquier 
constante, entonces x= kxg, y = kya también es una solución. 

b) Demuestre que si x = xo, Y =Yo Y x=X1, y =y; son dos soluciones cuales- 

quiera, entonces x = xp + x1,y= Yo + y, también es una solución. 
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9. Considere los sistemas de ecuaciones 


(1) ax +by=k (11) ax +by=0 
cox+dy=1 - cx +dy=0 


a) Demuestre que si tanto x=x,,y= yı como x = x,, y = y, son soluciones 
de I, entonces x = xj — x2, V} = y¡ ~ ya €s una solución de Il. 
b) Demuestre que si x = xi, y = y, es una solución de I y x = xo, F = Yo es 
una solución de II, entonces x = x1 + xo, y= y, + yo es una solución de I. 
10. a) En el sistema de ecuaciones numerado (1.4), explique por qué seria incorrec- 
to denotar las variables principales por x1, X23,- . ., Xp, en lugar de xx1, 
Xk2» + >» Xky» como se ha hecho. 
b) El sistema de ecuaciones numerado (1. 3) es un caso especifico de (1. 4). 
¿Cuáles valores tiene r en este caso? ¿Cuáles son Xx 1,%Xx2)-- -> Xkr en este 
caso? Escriba por completo las sumas denotadas por 2 ( )en (1.4). 
11. Encuentre un sistema lineal inconsistente que tenga más incógnitas que ecua- 
ciones. 


1.4 MATRICES Y OPERACIONES MATRICIALES 

Los arreglos rectangulares de números reales surgen en muchos contextos que no son los 
de las matrices aumentadas para sistemas de ecuaciones lineales. En esta sección se conside- 
ran esos arreglos como objetos por derecho propio y se desarrollan algunas de sus propieda- 


des que se usan en el trabajo posterior en este texto. 


Definición. Una matriz es un arreglo rectangular de números. Los números del arreglo se 
conocen como elementos de la matriz. 


Ejemplo 10 


Los objetos siguientes son matrices: 


to 2 -2 n e i 
3 0] [2 1 0 -3] 3 4 0 la [4] 
le pt A ai 


Como se indica en estos ejemplos, las matrices tienen tamaños diferentes. El tamaño de 
una matriz se describe especificando el número de renglones (líneas horizontales) y 
columnas (líneas verticales) que se presentan en ella. La primera matriz del ejemplo 10 
tienc 3 renglones y 2 columnas, por tanto su tamaño es de 3 por 2 (lo cual se escribe 
3 X 2). El primer número siempre indica el número de renglones y el segundo el número 
de columnas. Así entonces, las matrices restantes del ejemplo 10 tienen los tamaños 
1X4,3x3,2X1y1X l, respectivamente. 

Se usarán letras mayúsculas para denotar matrices y minúsculas para denotar las 
cantidades numéricas; por tanto, se podría escribir 


e Poe E E ó ca a b c 
{342 d e f 
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Al analizar las matrices, por lo común se da el nombre de escalares a las cantidades numé- 
ricas. En este texto, todos los escalares serán números reales. 

Si A es una matriz, se usará aj; para denotar el elemento que está en el renglón į y 
la columna j de A. Por consiguiente, una matriz general de 3 X 4 se puede escribir 


411 412 Q13 Ay 
A=|d21 22 a23 Maa 


a31 G32 a33 434 


Naturalménte, si se usa B para denotar la matriz, entonces se usará b;j para el elemento 
que está en el renglón į y la columna j. Así entonces, una matriz general de mm X n podría 
escribirse 


bi biz bin 
b b ban 
B= GS ~ 2 
bmi Bro Doa 


Una matriz A con n renglones y n columnas se denomina matriz cuadrada de orden n 
y se dice que los elementos 2; ¡,422,.. ., gn están en la diagonal principal de A (véase la 
figura 1.2). 


‘Airo Giz °? dyn 
a23 Q22 `° dn 
n1 dn2 E Ann j Figura 1.2 


Hasta ahora se han utilizado las matrices para abreviar el trabajo al resolver sistemas 
de ecuaciones lineales. No obstante, para otras aplicaciones conviene desarrollar una “‘arit- 
mética de matrices”, en la que sea posible sumar y multiplicar las matrices en una forma 
útil. El resto de esta sección se dedica al desarrollo de esta aritmética. 

Se dice que dos matrices son iguales si tienen el mismo tamaño y los elementos 
correspondientes en las dos matrices son iguales, 


Ejemplo 11 


Considérense las matrices 


jalo Y p i c2! 0 
MES f3 5 213.40 


Aquí A +C, puesto que 4 y C no tienen el mismo tamaño. Por la misma razón, B Æ C. 
También 4 + B, ya que no todos los elementos correspondientes son iguales. 
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Definición. Si 4 y B son dos matrices cualesquiera del mismo tamaño, entonces la suma 
A + B es la matriz que se obtiene al sumar los elementos correspondientes de las dos 
matrices. Las matrices de tamaños diferentes no se pueden sumar. 


Ejemplo 12 


Considérense las matrices 


si l 0 3 —4 3 5 l ei 
A= |—1 0 2 4 B = 2 2 O —1 c=|; ¿| 
4 —2 7 0 3 lo —4 5 t 
Entonces 
=2 4 5 4 
A+B= l pi 2 3 
y 7 0 3 5 


en tanto que A + C y B + Cno están definidas. 


Definición. Si A es una matriz cualquiera y c es cualquier escalar, entonces el producto 
cA es la matriz que se obtiene al multiplicar cada elemento de A por c. 


Ejemplo 13 


Si A es la matriz 


4 2 
A= } 3 
entonces =1 0 
8 4 -4 -2 
ZA = 2.6 y (=DA=|-1 -3 
$ —2 0 1 0 


Si B es una matriz cualquiera, entonces —B denota el producto (—1) B. Si A y B son 
dos matrices del mismo tamaño, entonces A— B se define como la suma Æ + (—B) = A 
+ (DB. 
Ejemplo 14 


Considérense las matrices 


w ES 
i li 
PR FAA 
en E — ty 
i 
w tt t a 
A — — D 
¡CRUE kad 
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Con base en las definiciones dadas 


La 


B 2 3 4 04 223) T 2 Es 53 

E a 2 e 3 ME 5 si 

Obsérvese que es posible obtener A — B directamente, restando los elementos de B de 
los elementos correspondientes de A, 

En párrafo anterior se definió la multiplicación de una matriz por un escalar. Enton- 
ces, la pregunta siguiente es: ¿cómo se multiplican dos matrices? Tal vez la definición más 
natural de la multiplicación de matrices podría parecer: “multiplíquense los elementos 
correspondientes”. Sin embargo, sorprende el hecho de que esta definición no sería muy 


útil para la mayoría de los problemas. La experiencia ha conducido a los matemáticos a | 
concluir la siguiente definición menos intuitiva pero más útil de multiplicación de matrices. 


Definición. Si 4 es una matriz de m X r y B es una de r X n, entonces el producto AB es 
la matriz de m X n cuyos elementos se determinan como sigue. Para encontrar el elemento 
en el renglón í y la columna j de AB, distíngase el renglón į de la matriz A y la columna j 
de la B. Multiplíquense los elementos correspondientes del renglón y columna y, a conti- 
nuación, súmense los productos resultantes. 


Ejemplo 15 


Considérense las matrices 


[ve] 
Il 
u © 
| 
~d — 
n 
lo y 


Dado que 4 es una matriz de 2 X 3 y B es una de 3 X 4, el producto AB es una 
matriz de 2 X 4. Para determinar, por ejemplo, el elemento del renglón 2 y la columna 3 
de AB, se distingue el renglón 2 de 4 y la columna 3 de B Entonces, como se ilustra a 
continuación, se multiplican los elementos correspondientes y se suman estos productos. 
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El elemento del renglón 1 y la columna 4 de AB se calcula como sigue: 
s 4 ] 4 3 a E TE 
ra E oa 
2 7 5 E = RN 
(1:3)+(2:1)+(4-2)= 13 


Los cálculos para los productos restantes son: 


(1-4) + (2:0) +(4:2)= 12 
(1) = (2-1) + (47) = 27 
(1-4) + (2:3) +(4:5)= 30 TH 27 30 el 
(2-4)+(6:0)+(0:-2)= 8 8-4 26 2 
Q-1)-(6:1)+(0:7)= -4 
Q-3)+(6-1)+(0-2)= 12 


La definición de la multiplicación de matrices requiere que el número de columnas 
del primer factor A sea igual al número de renglones del segundo factor B, para formar el 
producto AB. Si no se satisface esta condición, el producto no está definido. Un modo de 
determinar si un producto de dos matrices está definido, es escribir el tamaño del primer 
factor y, a la derecha del mismo, el tamaño del segundo factor. Si, como en la figura 1.3, 
los números interiores son iguales, entonces el producto está definido. Entonces, los núme- 
ros exteriores dan el tamaño del producto. 


A B AB 
mxr rx n = mxn 
Figura 1.3 Exteriores 


Ejemplo 16 


Supóngase que A es una matriz de 3 X 4, B es una de 4 X 7 y C una de 7 X 3. Entonces 
AB está definido y es una matriz de 3 X 7; CA está definido y es una matriz de 7 X 4; 
BC está definido y es una matriz de 4 X 3. Todos los productos AC, CB y BA están 
definidos. 


Ejemplo 17 


Si A es una matriz general de m X r y B una matriz general de r X n, entonces, como lo 
sugieren las líneas sombreadas de abajo, el elemento que queda en el renglón í y la columna 
j de AB está dado por la fórmula 
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abi; + diaba; + Mba; + 0 + iD, 


411 Gr `` 4, 

da1 22 `° A by bu ni" bij "dralegr 
|Q1 Aiz DE: Qir | : 

|: : ; ba bna ' br; ds 
| amı Am2 Amr 


La multiplicación de matrices tiene una aplicación importante a los sistemas de 
ecuaciones lineales. Considérese cualquier sistema de m ecuaciones lineales en an incóg- 
nitas: 


211%] + 819X3 70t E 01 = D, 
21X1 = d22X2 ay orir Qi = De 
Aa A as Um2X2 da Una = Bm 


Puesto que dos matrices son iguales si y sólo si sus elementos correspondientes son 
iguales, es posible reemplazar las m ecuaciones de este sistema por la ecuación matricial 
única 


AX + 412X23 +00 + Ann b, 
471X] + 22X2 +00 a2nXn bz 
Ami ¥ı Fy Am2¥2 A ag AmnXn bn 


La matriz de m X 1 del primer miembro de esta ecuación se puede escribir como un 
producto para dar 


411 dy din || Xi b, 
d21 422 azn || X2| _ bz 
Gni m2 dmn Xn b,n 


Si se designan estas matrices por 4, X, y B, respectivamente, se ha reemplazado el sistema 
original de m ecuaciones en n incógnitas por la ecuación matricial única 


AX =B (1.5) 


Parte de lo que se ve posteriormente se dedica a la resolución de ecuaciones matriciales 
como ésta, para la matriz de incógnitas X. Como consecuencia de este enfoque matricial, 
se obtienen nuevos métodos efectivos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. La 
matriz A dada en (1. 5) se llama matriz de coeficientes para el sistema. 


48 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES 
Ejemplo 18 


A veces es útil encontrar un renglón o columna particular de un producto AB, sin calcular 
el producto completo. Se deja como ejercicio demostrar que los elementos en la j-ésima 
columna de AB son los elementos del producto ABJ, en donde B; es la matriz formada al 
usar únicamente la ¡-ésima columna de B. Por tanto, si 4 y B son las matrices del ejemplo 
15, la segunda columna de AB se puede obtener por medio del cálculo 


pe] > E 


segunda columna segunda columna 
de B de AB 


De modo análogo, ios elementos del i-ésimo renglón de AB son los elementos del produc- 
to A;B, en donde A; es la matriz formada al usar únicamente el ¿-ésimo renglón de A. Por 
consiguiente, es posible obtener el primer renglón del producto AB del ejemplo 15 
por medio del cálculo: 


IEE PONOT TETE: 
M1 Pao -1 3 1ļ=[12 27 30 13] 
r Mi E: 


primer renglón de A primer renglón de 4B 


EJERCICIOS 1.4 


1. Suponga queA y B son matrices de 4 X 5 y que C, D y £ son matrices de 5 X 2, 
4 X 2, y 5X 4, respectivamente. Determine cuáles de las siguientes expresiones 
matriciales están definidas. Para las que estén definidas, dé el tamaño de la matriz 
resultante. 


ta) BA (b) AC+D (c) AE+B 
(d) AB+B_ (e) ElA+B) (H E(4C) 


2. a) Demuestre que si tanto AB como BA están definidas entonces AB y BA son 
matrices cuadradas. 
b) Demuestre que si A es una matriz de m X n y A/BA) está definido, entonces 
B es una matriz de n X m. 
3. Resuelva la siguiente ecuación matricial para a, b,c yd 


a-b b+c ás 8 1 
3d+c 2a-4d| |7 6 


4. Considere las matrices 3 


Db 
li 
| 

— ta 
w 
li 
i 
O A 
l 
1 = 
E= 
A 
Il 
m~ 
U = 
— += 
mn nn 
E 
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lr $ 2 6 1 3 
D=|l-1 0 1 E=|-1 1 2| 
3 2 4 4 1 3 


Calcule 


(a) AB (0)D+E  (c)D-E 
(d DE (e) ED (f) -7B 


5. Utilizando las matrices del ejercicio 4, calcule (cuando se pueda): 
(a) 3C- D (b) (3E)D 


(c) (AB)C (d) AIBC) 
(e) (4B)C +2B (f) D + E? (donde E? = EE) 


6. Sean 
3 — 7 6 -2 4 
A=|6 y B=|0 1 3 
0 9 7 7 5 


Aplique el método del ejemplo 18 para encontrar 


a) el primer renglón de AB b} el tercer renglón de AB 
c) la segunda columna de AB d) la primera columna de BA 
e) el tercer renglón de AA f} la tercera columna de AA 


7. Sean C, D y E las matrices del ejercicio 4. Realizando los menos cálculos posi- i 
bles, determine el elemento del renglón 2 y columna 3 de C/DE). 
8. a) Demuestre que si A tiene un renglón de ceros y B es cualquier matriz para 
la que AB está definido, entonces AB también tiene un renglón de ceros. 
b) Encuentre un resultado semejante que comprenda una columna de ceros. 
9. Suponga que A es cualquier matriz de m X n y que 0 sea la matriz de m X n 
para la que cada uno de los elementos es cero. Demuestre que si k4= 0, 
entonces k = 0,0 bien A = 0. 
10. Sea 7 la matriz de m X n cuyo elemento del renglón į y columna j es 


l so isj 
0 si iAj 
Demuestre que A7= JA = A para toda matriz A de n X n. 
11. Se dice que una matriz cuadrada es una matriz diagonal, si todos los elementos 
que no están en la diagonal principal son ceros. Demuestre que el producto de 


matrices diagonales también es una matriz diagonal. Enuncie una regla para mul- 
tiplicar matrices diagonales. 


12. a) Demuestre que los elementos de la /-ésima columna de AB son los elementos 
del producto ABj, en donde B; es la matriz formada a partir de la j-ésima 
columna de B. 

b) Demuestre que los elementos del ¡ésimo renglón de AB son los elementos 
del producto A;B, en donde A; es la matriz formada por el ¡-ésimo renglón 
de A. 


1 
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1.5 REGLAS DE LA ARITMETICA MATRICIAL 


Aun cuando muchas de las reglas de la aritmética para los números reales también se cum- 
plen para las matrices, hay algunas excepciones; una de las excepciones más importantes 
se presenta en la multiplicación de matrices. Para los números reales a y b, siempre se tiene 
ab = ba. Esta propiedad a menudo se denomina ley conmutativa para la multiplicación. 
Sin embargo, en el caso de las mátrices, 4B y BA no necesariamente son iguales. Es posible 
que la igualdad no se cumpla por tres razones. Puede suceder, por ejemplo, que AB 
esté definido, pero BA no. Este es el caso si Æ es una matriz de 2 X 3 y Bunade 3 X 4. 
También puede suceder que tanto 4B como BA estén definidos, pero tengan tamaños dife- 
rentes. Esta es la situación si A esuna matriz de 2 X 3 y B una de 3 X 2. Por último, como 
se muestra en el ejemplo que sigue, se puede tener AB + BA, incluso si AB y BA están 
ambos definidos y tienen el mismo tamaño. 


Ejemplo 19 


Considérense las matrices 


Al multiplicar da 


De donde, AB + BA. 


Aunque la ley conmutativa para la multiplicación no es válida en la aritmética 
matricial, muchas leyes conocidas de la aritmética se cumplen para las matrices. En el 
teorema que sigue se resumen algunas de las más importantes, junto con sus denominaciones. 


Teorema 2. Suponiendo que los tamaños de las matrices son tales que es posible efectuar 
las operaciones indicadas, son válidas las reglas que siguen de la aritmética matricial: 


(a) A+4+B=B+A (Ley conmutativa para la adición) 

(b) A+ (B+ C)=(4+ B)+C (Ley asociativa para la adición) 

(c) A(BC) = (AB)C (Ley asociativa para la multiplicación) 
(d) A(B + C)= AB + AC (Ley distributiva) 

(e) (B + C)A = BA + CA (Ley distributiva) 

(J) A(B — C) = AB — AC 

(g) (B — C)A = BA — CA 


(h) a(B + C) = aB + aC 
i) a(B — C) = aB — aC 
a + b)C = aC +*bC 
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Cada una de las ecuaciones de este teorema sostiene una igualdad entre matrices. 
Para probar una de estas igualdades, es necesario demostrar que la matriz del primer miem- 
bro tiene el mismo tamaño que la matriz del segundo miembro, y que los elementos 
correspondientes en los dos miembros son iguales. Como ilustración, se probará /h). 
Algunas de las demostraciones restantes se dan como ejercicios. 


Demostración de (h). Puesto que el primer miembro comprende la operación B + C, B 
y C deben tener el mismo tamaño, por ejemplo m X n. Se deduce que a/B + C) y aB+ ac 
también son matrices de m X n y, por tanto, tienen el mismo tamaño. 

Sea lj cualquier elemento del primer miembro y ry el elemento correspondiente 
del segundo. Para completar la demostración, es necesario demostrar que lij = fij Si lij 
bij y cij son los elementos del ¡-ésimo renglón y j-ésima columna de A, B y C, respectiva- 
mente, entonces, por las definiciones de las operaciones matriciales, 


l¡= a(b ij + Ci) y tij =a abij + acij 


Debido a que a(bij As cij) = ab;j + acij, se tiene l; = rjj, lo cual completa la demostra- 
ción. Ẹ 

Aunque las operaciones de adición y multiplicación de matrices se definieron para 
pares de éstas, las leyes asociativas (b) y [c) permiten denotar sumas y productos de tres 
matrices, como A + B + C y ABC, sin introducir paréntesis algunos. Esto queda justifi- 
cado por el hecho de que no importa cómo se introduzcan los paréntesis, las leyes asocia- 
tivas garantizan que se obtendrá el mismo resultado final. Sin entrar en detalles, se observa 
que son válidos resultados semejantes para sumas o productos que comprenden cuatro o 
más matrices. En general, dados cualquier suma o cualquier producto de matrices, se pue- 
den colocar o quitar pares de paréntesis en cualquier lugar dentro de la expresión, sin 
afectar el resultado final. 


Ejemplo 20 


Como ilustración de la ley asociativa para la multiplicación de matrices, considérese 


1 2 = 
4 3 1 0 
A=/3 4 al; i S a 
0 1 z 


Entonces 


de modo que 


Por otra parte, 
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de manera que 


oz 10 9 18 15 
A(BC)=]/3 alli JE 46 39| 
O 1 i 4 3 


Por tanto, (4B) C =A (BC), como lo garantiza el teorema 2( C). 
Una matriz en la que todos los elementos son cero, tales como 


[0] 


G O > -O 


se denomina matriz cero. Las matrices cero se denotan por 0; si es importante hacer 
hincapié en el tamaño, se escribe Om xn para la matriz cero de m X n. 

Si A es cualquier matriz y 0 es la matriz cero con el mismo tamaño, es obvio que 
A+0= A. La matriz 0 desempeña casi la misma función en esta ecuación matricial que el 
número 0 en la ecuación numéricaa + 0 = a. 

Como ahora ya se sabe que algunas de las reglas de la aritmética para los números 
reales no son válidas en la aritmética de las matrices, sería aventurado suponer que to- 
das las propiedades del número real cero se llevan a las matrices cero. Por ejemplo, con- 
sidérense los dos resultados estándar que siguen de la aritmética de los números reales: 


i) Siab= ac yas%* O, entonces b = c. (Esta se conoce como ley de cancelación.) 
ii) Siad= 0, entonces al menos uno de los factores de la izquierda es 0. 


Como se muestra en el siguiente ejemplo, los resultados correspondientes son falsos en 
la aritmética matricial. 


Ejemplo 21 


Considérense las matrices 


Aquí 


Aunque A *0, es incorrecto cancelar la A de ambos miembros de la ecuación AB = AC y 
escribir B = C. Por tanto, la ley de cancelación no se cumple para las matrices. 

También, AD = 0, sin embargo, 4 # 0 y D#0, de modo que el resultado (ii) que 
se lista en párrafo anterior no se lleva a la aritmética matricial. 
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A pesar de estos ejemplos negativos, cierto número de propiedades conocidas 
del número real O se llevan hacia las matrices cero. En el teorema que sigue se resumen 
algunas de las más importantes; las demostraciones se dejan como ejercicios. 


Teorema 3. Suponiendo que los tamaños de las matrices son tales que se pueden efectuar 
las operaciones indicadas, las siguientes reglas de la aritmética matricial son válidas. 


la) AF0=0+A4A=A 
b) A-=A=0 

(c) O=4A=-A 

(d) A0=0: 04=0 


Como aplicación de estos resultados de la aritmética matricial, se probará el teorema 
que sigue, el cual se anticipó con anterioridad en el texto. 


Teorema 4. Todo sistema de ecuaciones lineales no tiene soluciones, tiene exactamente 
una solución, o bien, una infinidad de soluciones. 


Demostración. Si AX = B es un sistema de ecuaciones lineales, exactamente una de las 
siguientes afirmaciones es verdadera: fa) el sistema no tiene soluciones, (b) el sistema tiene 
exactamente una solución, o bien, fe) el sistema tiene más de una solución. Se completa 
la demostración si se puede probar que el sistema tiene una infinidad de soluciones en el 
caso (Cc). 

Supóngase que AX = B tiene más de una solución y que X, y X, son dos solucio- 
nes diferentes. Por tanto, AX, = B y AX, =B. Al restar estas ecuaciones da AX, — AX) 
= (), o bien, AfX, — X,)= 0. Si se hace que Xy = X, — X, y k es cualquier escalar, 
entonces 


AX HANG = AX + ARS) 
= AX, +Kk(4X0) 
=B+k0 


=B+0 
=B 


Pero con esto se afirma que X, + kXo es una solución de AX = B. Ya que existe una in- 
finidad de valores que puede tomar k, AX = B tiene una infinidad de soluciones. $ 


En especial interesantes son las matrices cuadradas que tienen puros 1 en la diago- 
nal principal y O en todas las demás posiciones, tales como 


o] 


© ©- co 
> =- OO 


l 
0 
0 
0 


Una matriz de este tipo se denomina matriz identidad y se denota por I. Si es im- 
portante hacer hincapié en el tamaño, se escribe 7„ para la matriz identidad de n X n. 
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Si A es una matriz de m X n, entonces, como se ilustra en el ejemplo que sigue, 
Al, = Ay [mA = A. Por consiguiente, una matriz identidad desempeña casi la misma 
función en la aritmética matricial que el número 1 en las relaciones numéricas a + 1 =1 
*.a=a 


Ejemplo 22 . 


Considérese la matriz 


Entonces 


LA=| ll 412 pnl 412 453 -4 
O 1jLaz2 4, 3 421 422 23 


0.0 
al |3 412 iai panpa je 411 41 413 usm 
21 22 23| | 41 422 a23 
0 1 
Si A es una matriz cuadrada cualquiera y si es posible hallar una matriz B tal que 
AB= BA = 1, entonces se dice que A es inversible y B se conoce como inversa de A. 
Ejemplo 23 


La matriz 


3 5 — 
B= es una inversa de A= z i 
1 2 —] 3 


puesto que 


Ejemplo 24 


La matriz 


REGLAS DE LA ARITMETICA MATRICIAL 


no es inversible. Para ver por qué, sea 


bi biz biz 
B=]| b3, bn ba 
b3; b323 b33 


bir biz bis |[0 0 
b21 b33 b3[|0]| 0 
by bax basJ] (0 


Por tanto, 
1 0 0 
BA*I=|0 1 0 
0 0 1 


Resulta razonable preguntar si una matriz inversible puede tener más de una inversa. 
El teorema que sigue indica que la respuesta es no: una matriz inversible tiene exactamen- 
te una inversa. 


Teorema 5. Si tanto B como C son inversas de la matriz A, entonces B = C. 


Demostración. Supuesto que B es una inversa de 4, BA = 1. Al multiplicar por la derecha 
ambos miembros por C da (BA) C = IC = C.Pero(BA)C= B[AC)= BI= B, de modo 
queB=C. f 

Como consecuencia de este importante resultado, ahora se puede hablar de “la” 


inversa de una matriz inversible. Si A es inversible, entonces su inversa se denota por 
medio del símbolo A~! Por consiguiente 


La inversa de A desempeña casi la misma función en la aritmética matricial que la desem- 
peñada por el recíproco a”? en las relaciones numéricas aa”? =1 ya”! a=1. 


Ejemplo 25 


Considérese la matriz de 2 X 2 


er «lb 
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Si ad — be #0, entonces 


d i b 

=a 1 | d Ae ad — be ad — be 
yb je a 

ad — be ad — bc 


dado que 447 * = l, y AT! A= I, (verifíquese). En la siguiente ecuación se muestra 
cómo encontrar las inversas de las matrices inversibles cuyos tamaños son mayores que 
2X2. 


Teorema 6. Si A y B son matrices inversibles del mismo tamaño, entonces 


a) AB es inversible 

b} (ABJ* =B! 47! 
Demostración. Si se puede demostrar que (AB) (B7* 47*)=(/B"* 4”* )/(AB)=1, enton- 
ces se habrá establecido simultáneamente que AB es inversible y que (ABJ! =B"* 471, 
Pero (AB) (B7* A7*)=A[BB"*)A"* = AIAT! =A4”* =]. Análogamente, (B7! 47!) 
(AB)=1.M 


Aun cuando no se probará, este resultado se puede extender hasta incluir tres o 
más factores. Por tanto, es posible enunciar la siguiente regla general: 


Ejemplo 26 


Considérense las matrices 


Al aplicar la fórmula dada en el ejemplo 25, se obtiene 


5 3 -2 J Pot —1 z 
di E A A aa 
También 
LE l —1 3 -2 4 -—3 
S] l È 2 


Por consiguiente, (AB)J"* =B"* 471, según lo garantiza el teorema 6. 


no A 
l 

Ni U3 

Lil 
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Si A es una matriz cuadrada y n es un entero positivo, se define 


Si, además, A es inversible, se define 


Teorema 7. Si A es una matriz inversible, entonces: 


a) A`! esinversible y (471)? =A. 
b) A” esinversible y [A"]-} =[47! }" paran=0,1,2,.... 


c) Para cualquier escalar diferente de cero k, kA es inversible y (kA)” =Ł4 ES 


Demostración. 


a) Dado que A4 ' =A7! A=1, 4” esinversible y (4) =A. 

b) Esta parte se deja como ejercicio. | 

c) Sik es cualquier escalar diferente de cero, los resultados (1) y (m) del teorema 2 | 
permiten escribir 


a AN 
(ar 7 )- ¿aa = (zx) as =(1)/ =1 


1 Al 55 
De modo análogo p A7 Ja) =], de manera que kA es inversible y (kA )” = A ' i 


A 


Se concluye esta sección con la siguiente observación: si A es una matriz cuadrada y 
r y s son enteros, entonces son válidas las conocidas leyes de los exponentes que siguen: 


Las demostraciones se dejan como ejercicios. 


EJERCICIOS 1.5 


1. Sean 


58 


10. 
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Demuestre que 


(a) A+(B+C0)=(4+ B)+C (b) (AB)C = A(BC) 
(c) la + b)C =aC+bC (d) a(B-C)=aB- aC 


Utilizando las matrices y los escalares del ejercicio 1, demuestre que 


(a) a(BC)=(aB)C = BlaC) (b) A(B — C) = AB — 4C. 


. Aplique la fórmula dada en el ejemplo 25 para calcular las inversas de las 


siguientes matrices: 


NET NGIN CR 


. Verifique que las matrices A y B del ejercicio 3 satisfacen la relación (ABJ)”? 


2p Anh 


. Sean A y B matrices cuadradas del mismo tamaño. ¿Es (ABJ? = 4?B? una 


identidad matricial válida? Justifique la respuesta. 


. Sea A una matriz inversible cuya inversa es 


|s s) 


Encuentre la matriz A. 


. Sea A una matriz inversible y suponga que la inversa de 74 es 


[real 


Encuentre la matriz A. 


. Sea A la matriz 


Calcule 49, 47? y A? — 2A +1. 


. Sea A la matriz 


Determine si A es inversible y, si lo es, encuentre su inversa. (Sugerencia. 
Resuelva AX = f igualando los elementos correspondientes de los dos miembros.) 
Encuentre la inversa de 


cos fl send 
| —=senU cost) 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
16. 


17. 
18. 


19. 


20. 


21. 
22. 
23. 
24. 
25. 


a) Encuentre las matrices A y B de 2 X 2 tales que 


(4 + B? 4 4? + 2AB + B? 


b) Demuestre que, si A y B son matrices cuadradas tales que AB = BA, en- 
tonces 


(A + B}? = A? + 24B + B? 


c) Halle un desarrollo de (A + B)? que sea válido para todas las matrices 
cuadradas A y B que tengan el mismo tamaño. 


Considere la matriz 


a 0 0 0 
i= 0 a22 0 0 
o o o winy 
en donde 2,1477 . . -änn 0. Demuestre que A es inversible y encuentre su 


inversa. 

Suponga que A es una matriz cuadrada que satisface A?*— 3A +1=0. Demuestre 

que 47? =3/- A. 

a) Demuestre que una matriz con un renglón de ceros no puede tener una 
inversa. 

b) Demuestre que una matriz con una columna de ceros no puede tener una 
inversa. 

¿Es necesariamente inversible la suma de dos matrices inversibles? 

Sean A y B matrices cuadradas tales que 48 = 0. Demuestre que 4 no puede 

ser inversible a menos que 8 = 0. 

En el teorema 3, ¿por qué no se pudo escribir el inciso {d} como 40= 0= 04? 

La ecuación real a? = 1 tiene exactamente dos soluciones. Encuentre al menos 

ocho matrices diferentes de 3 X 3 que satisfagan la ecuación matricial 4? = J}. 

(Sugerencia. Busque soluciones en las que todos los elementos que no estén en 

la diagonal principal sean cero.) 

Sea AX = B cualquier sistema consistente de ecuaciones lineales y supóngase 

que X, es una solución fija. Demuestre que toda solución para el sistema se pue- 

de escribir en la forma X= X, + Xo, en donde Xy esuna solución para AX = 0. 

Demuestre también que toda matriz de esta forma es una solución. 

Aplique los incisos (d) y (m) del teorema 2 a las matrices A, B y (—1)C para 

deducir el resultado del inciso f/f). 

Demuestre el inciso (b) del teorema 2. 

Demuestre el teorema 3. 

Demuestre el inciso /c) del teorema 2. 

Demuestre el inciso (b) del teorema 7. 

Considere las leyes de los exponentes ArAs = Ar+ s y (4r)s = Ars. 

a) Demuestre que si A es cualquier matriz cuadrada, estas leyes son válidas 
para todos los valores enteros no negativos de r y s. 
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b} Demuestre que si A es inversible, entonces estas leyes se cumplen para 
todos los valores enteros negativos de r y s. 
26. Demuestre que si A es inversible y k es cualquier escalar diferente de cero, en- 
tonces (kA)” =k” A” para todos los valores enteros de n. 
27. a) Demuestre que si A es inversible y AB = AC entonces B = C. 
b) Dé una explicación de por qué el inciso (a) y el ejemplo 21 no se contra- 
dicen entre sí. 
28. Demuestre: Si R esuna matriz cuadrada en la forma escalonada en los renglones 
reducida y si R no tiene renglones cero, entonces R = T. 


1.6 MATRICES ELEMENTALES Y UN METODO PARA HALLAR A~! 


En esta sección se desarrolla un esquema o algoritmo sencillo para encontrar la inversa de 
una matriz inversible. 


Definición. Se dice que una matriz de n X n es una matriz elemental si se puede obtener 
a partir de la matriz identidad de n X n realizando una sola operación elemental sobre los 
renglones. 


Ejemplo 27 


A continuación se listan cuatro matrices elementales y las operaciones que las producen: 


10.00 
1 0 0001 1 0 3 100 
(i) (11) (mm JO 1 0 (iy JO 1 0 
0 -3 00.10 
0.0 1 0.0 1 
0.100 
| | E DA] 3 ] A. 
Multiplíquese el | | ntercámbiense | Súmese 3 veces el Multiplíquese el 
segundo renglón! el segundo y cuarto | tercer renglón de primer renglón 
de 7, por —3 | renglones de 7, I, al primer renglón de I, por I 


Cuando se multiplica por la izquierda una matriz A por una matriz elemental £, el 
efecto es el de realizar una operación elemental sobre los renglones en 4. Este es el conte- 
nido del teorema que sigue, el cual se enuncia sin demostración. 


Teorema 8. Si la matriz elemental E resulta al efectuar cierta operación sobre los renglo- 
nes en Im y si A es una matriz de m X n, entonces el producto EA es la matriz que resulta 
al efectuar la misma operación sobre los renglones en A. 


En el siguiente ejemplo se ilustra esta idea. 
Ejemplo 28 
Considérese la matriz 
A= 


=1 6 


ol 


-= V = 
e w 9 
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y considérese la matriz elemental 


1 0 
E=j0 1 
310 


= O © 


que resulta al sumar 3 veces el primer renglón de 74 al tercer renglón. El producto EA es 


que es precisamente la misma matriz que resulta al sumar 3 veces el primer renglón de A 
al tercer renglón. 


OBSERVACION, El teorema 8 es principalmente de interés teórico y se aplicará para desa- 
rrollar algunos resultados acerca de las matrices y los sistemas de ecuaciones lineales. 
Desde el punto de vista del cálculo, es preferible efectuar las operaciones sobre los ren- 
glones directamente, en lugar de multiplicar por la izquierda por una matriz elemental. 

Si se aplica una operación elemental sobre los renglones a una matriz identidad / 
para producir una matriz elemental Æ, entonces existe una segunda operación sobre los 
renglones que, al aplicarse a E, reproduce /. Por ejemplo, si se obtiene £ al multiplicar el 
i-ésimo renglón de 7 por una constante diferente de cero e, entonces es posible recobrar 


I si se multiplica el ¿-ésimo renglón de Æ por 1/c. En la figura 1.4 se listan las diversas 
posibilidades. 


Multipliquese el renglón í 
porc #0 


Fasi 


Súmese c veces el renglón i 


Símese -c veces el renglón i 
al renglón j 


al renglón j 


Figura 1.4 


Las operaciones que están a la derecha en esta tabla se denominan operaciones 
inversas de las operaciones correspondientes que están a la izquierda. 


Ejemplo 29 


Si se aplican los resultados que se dan en la figura 1.4, las tres primeras matrices elemen- 
tales que se dan en el ejemplo 27 se pueden llevar nuevamente a matrices identidad al 
aplicar las siguientes operaciones sobre los renglones: multiplicar el segundo renglón de 


(i) por 1/3; intercambiar el segundo y cuarto renglones de (ii); sumar —3 veces el tercer 
renglón de (iii) al primer renglón. 
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El teorema que sigue da una importante propiedad de las matrices elementales. 


Teorema 9. Toda matriz elemental es inversible y la inversa también es una matriz 
elemental. 


Demostración. Si E es una matriz elemental, entonces se llega a £ llevando a cabo alguna 
operación sobre los renglones en 7. Sea Ey la matriz que se obtiene al realizar la inversa de 
esta operación en 7. Al aplicar el teorema 8 y teniendo en cuenta el hecho de que las 
operaciones inversas sobre los renglones cancelan el efecto de cada una de las otras, se 
deduce que 


EJE= 1 y EEo = 1 


Por tanto, la matriz elemental Æo es la inversa de E. J 

Si es posible obtener una matriz B a partir de una matriz A, efectuando una suce- 
sión finita de operaciones elementales sobre los renglones, entonces, obviamente, se puede 
regresar de B hacia A, llevando a cabo las inversas de estas operaciones, en orden inverso. 
Las matrices que se pueden obtener una de la otra por medio de una sucesión finita de 
operaciones elementales sobre los renglones, se dice que son equivalentes respecto a los 
renglones. 

El teorema que sigue establece algunas relaciones fundamentales entre las matrices 
de n X n y los sistemas de n ecuaciones lineales en n incógnitas. Estos resultados son 
sumamente importantes y se aplican muchas veces en secciones posteriores. 


Teorema. 10. Si A es una matriz de n X n, entonces las siguientes proposiciones son equi- 
valentes, es decir, todas son verdaderas o todas son falsas. 


a) Aes inversible. 
b)  AX= 0 tiene únicamente la solución trivial. 
c} A es equivalente respecto a los renglones a lp. 


Demostración. Se probará la equivalencia al establecer la cadena siguiente de implicaciones: 
a) >b)> c) > a), 


a) > B): Supóngase que A es inversible y que Xo es cualquier solución para AX = 0, Por 
consiguiente, AX, = 0. Al multiplicar los dos miembros de esta ecuación por 47! se ob- 
tiene 47? (4X,)=4"* 0, o bien (47! 4)X, =0, o bien, ¿Xo =0, o bien Xy =0. Por tan- 
to, AX = 0 sólo tiene la solución trivial. 


b) => c}: Sea AX =0 la forma matricial del sistema 


AX aX +e dn Xa =0 


421%1 T d22X2 GeT UanXn = 0 
(1.6) 


PX AX A ax, = D 


2 srta 
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y supóngase que el sistema únicamente tiene la solución trivial. Si se resuelve por la elimi- 


nación de Gauss-Jordan, entonces el sistema de ecuaciones correspondiente a la forma 
escalonada en los renglones reducida de la matriz aumentada será 


(1.7) 


Por consiguiente, la matriz aumentada 


Aii ta AA O 
421 422 42 0 
dni n2 dnn 0 


1.0.0 0-0 
0.1.0 0.0 
0.0 1 0.0 
00.0 1 0 . 


para (1.7), por una sucesión de operaciones elementales sobre los renglones. Si se descarta 
la última columna (de ceros) en cada una de estas matrices, es posible concluir que se pue- 
de reducir A hacia /„ por una sucesión de operaciones elementales sobre los renglones; 
es decir, A es equivalente respecto a los renglones a /,,. l 


c) > a): Supóngase que A es equivalente respecto a los renglones a /,,, de modo que es 
posible llevar 4 hacia /„ por una sucesión finita de operaciones elementales sobre los ren- 


glones. Por el teorema 8 es posible realizar cada una de estas operaciones multiplicando 
por la izquierda, por una matriz elemental apropiada. Por tanto, se pueden encontrar las 


matrices elementales E,, E2, . . ., Eg tales que 
Ek .. +. EJE, A= lh (1.8) 
Por el teorema 9, E, £2, . . ., Ez son inversibles, Al multiplicar los dos miembros de la 
ecuación (1.8) por la izquierda, sucesivamente por Ez!,..., Ez! Ej! se obtiene 
ASh “ES Ep r= E Es) ES (1.9) 


Dado que (1.9) expresa a A como un producto de matrices inversibles, se puede concluir 
que A es inversible. $ 
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OBSERVACION. -Como /,, está en la forma escalonada en los renglones reducida y ya que 
ésta para una matriz A es única, el inciso fc) del teorema 10 es equivalente a afirmar 
que /,, es la forma escalonada en los renglones reducida de A. 

Como primera aplicación de este teorema, se establecerá un método para determinar 
la inversa de una matriz inversible. 

La inversión del primero y segundo miembros de (1.9) da AT! = E, ...E,E,,0 
lo que es equivalente, 


ama Ee us PPn (1.10) 


con lo cual se afirma que es posible obtener 4”* al multiplicar /, sucesivamente por la 
izquierda, por las matrices elementales E}, Ez, ..., Ex. Puesto que cada multiplicación 
por la izquierda, por una de estas matrices elementales, realiza una operación sobre los 
renglones, se concluye, al comparar las ecuaciones (1.8) y (1.10), que la sucesión de 
operaciones sobre los renglones que reduce A hacia 1,,, reducirá I„ hacia A`’ . Por tanto, 
para hallar la inversa de una matriz inversible A, debe encontrarse una sucesión de opera- 
ciones elementales sobre los renglones que reduzca A hacia la identidad y, a continuación, 
efectuar esta misma sucesión de operaciones sobre /, para obtener 4”!. En el siguiente 
ejemplo se da un método sencillo para llevar a cabo este procedimiento. 


Ejemplo 30 


Encuéntrese la inversa de 


a 

il 
= H = 
O U nN 
oo w Us 


Se desea reducir A hacia la matriz identidad por operaciones sobre los renglones y, simul- 
táneamente, aplicar estas operaciones a 7 para producir 47 *. Se puede realizar esto, 
adjuntando la matriz identidad a la derecha de A y aplicando las operaciones sobre los 
renglones a ambos lados, hasta que el lado izquierdo se reduce a 7. Entonces la matriz final 
tendrá la forma [1147* ]. Los cálculos se pueden realizar como sigue: 


1 Zi 1 O 9 
2 5 3 | 0 1 0 
1 hr 0 0 1 
aiae abi 1-0 0 ; ; s 
l Se sumó —2 veces el primer renglón 
0 1 -3 —2 1 0 al segundo y —1 veces el primer 
0 2 5 1 0 1 renglón al tercero | 
= l — 
1 2 3 j 1 0 0 


0 dá E 1 0 Se sumó 2 veces el segundo 
renglón al tercero 
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peru. 29u botpi obl n 9 
2 l Se multiplicó el tercer 

0 l1 =3 -2 1 0 renglón por —1. 

o o 1 | 5-2 -1] pasto] 

[1 2 0 ¡14 6 3 Se sumó 3 veces el tercer 

2 | renglón al segundo y —3 

0 1 0 | 13 -5 3 veces el tercer rengión al 
0 0 1 f k E i EA primero. 

Mi o0 0 -40 16 9j] 

Se sumó —2 veces el segundo 

HeD Le Sari nl 


Por tanto, 


—40 16 9 
A= 1$- Y -3 


| 5 -2 -I 


A menudo no se sabrá con anterioridad si una matriz dada es inversible. Si se intenta 
el procedimiento aplicado en este ejemplo sobre una matriz que no es inversible, entonces, 
por el inciso fc) del teorema 10, será imposible reducir el lado izquierdo hacia Z por ope- 
raciones sobre los renglones. En algún paso del cálculo, se presentará un renglón de ceros 


en el lado izquierdo; entonces se puede concluir que la matriz dada no es inversible y 
detener los cálculos. 


Ejemplo 31 


Considérese la matriz 


1 6 4 
A=| 2 4 -1 
-i 2 5 


Al aplicar el procedimiento del ejemplo 30 da 


Ñ 6 4 | Í 0 0 
pun ql gae genolaas: ag 
—]1 2 5 0 0 l 
| 6 4 1 o 0] A i 
| sumó —2 veces e mer 
0 — -9 ¡; -2 l 0 renglón al segundo by 
0 9 | 0 1 primero al tercero. 
l1 6 4 1 0 0] | 
— B Pa Se sumó el do | 
0 8 9 i 2 l 0 ote Atie sa a 
0 0 Bd =1 1 1l 


UA A oe s 


iy a 


y 


AS 
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Puesto que se ha obtenido un renglón de ceros en el lado izquierdo, 4 no es inversible. 


Ejemplo 32 
En el ejemplo 30 se demostró que P 
118. 3 
A=|2p5 3 
1 0 8 


es una matriz inversible. Con base en el teorema 10 se puede concluir ahora que el sistema 
de ecuaciones 


xı + 2x, + 3x; =0 
24 xr + 3x; = 0 


ži + 8x; =0 


tiene únicamente la solución trivial. 


EJERCICIOS 1.6 


1. ¿Cuáles de las que siguen son matrices elementales? 


aa S waz 
3 o1 Iloa 


0.10 0.1.0 
(d)|1 0 0 fe) jO O 1 
0.01 0 0 Ij 
b aS o ioo 
MIO 1 -3 (g) ET 
0 0 l 
O 0O 0 1 


2. Determine la operación sobre los renglones que llevará la matriz elemental 
dada hacia una matriz identidad. 


T 001 
of; e (b) isot. O 
100 
1000 
0.8.0.0 
loo 10 
00.01 
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3. Considere las matrices 


123 789 Lib 3 
A=|4 5 6| B=|4 56 C=l4 5 6 
educ 8 Lo 218 9 12 15 


Encuentre las matrices elementales E,, E,, E3 y E4 tales que 
(a) E,4A=B (b) E,B=A (c) E4 =C (d) E4C =A 


4. ¿En el ejercicio 3 es posible encontrar una matriz elemental £ tal que EB = C? 
Justifique la respuesta. 


En los ejercicios 5-7, aplique el método mostrado en los ejemplos 30 y 31 a fin de 
encontrar la inversa de la matriz dada, si la matriz es inversible. 


Ue -2 Uy AS 
5. (a) | a o 3 de afa 4 


[3 4 —1 [3 1 5]  ¿Bueisl 
6. (a) |1 0 3 Wf 2 4 Iı (9) 10 i l 
|2 5 —4 | -4 2 -9 [11 o] 
2 6 [1 0 1 [4 4 A 
(d) 12 7 te) [=i 1 1 (1 + t š | 
[2 7 [031 0 -4 de ls | 
2 1000 Ni a 
IO A 
3 8 (6) 1200 de 2 Lo 4-5] 
> ps 5 3 D p 
perl o E E) 
0 01 ; 
= 12438 0 0 0 o | 


8. Demuestre que la matriz 


cosh seng 0 
4=|-—senó cosg 0 
| 0 o 1 


es inversible para todos los valores de Ó y encuentre 47? 
9. Considere la matriz 


a) Encuentre las matrices elementales £, y E, tales que E¿F,4= J 
b) Escriba Á 71 como un producto de dos matrices elementales. 
c) Escriba A como un producto de dos matrices elementales. 


10. Efectúe las operaciones sobre los renglones que siguen 


1.7 


11. 


12, 


13. 


14. 


15. 
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sobre l 
l 


un 


multiplicando 4 por la izquierda, por una matriz elemental apropiada. En cada 
caso, verifique la respuesta llevando a cabo la operación sobre los renglones di- 
rectamente sobre 4. 


aj)  Intercambie el primero y tercer renglones. 
bj Multiplique el segundo renglón por 1/3. 


c) Sume el doble del segundo renglón al primero. 


Exprese la matriz 


bn die del dl 
dali =$ J =$ 
A p 7-a 


en la forma A = EFR, en donde £ y F son matrices elementales y P está en la 
forma escalonada en los renglones. 
Demuestre que si 


es una matriz elemental, entonces al menos un elemento del tercer renglón 
debe ser un cero. 

Encuentre la inversa de cada una de las matrices de 4 X 4 siguientes, en donde 
ki, ka, K3, ka y k son todas diferentes de cero. 


k 0. 0 071 [° U U k k 0.00 
0 k 0 0 LO 0 k 0 L k00 
Wo o k o di k, 00 Hjo ırka 
0 0 0 k ka 0 0 0 0 0 I k 


Pruebe que si A es una matriz de m X n, existe una matriz inversible C tal que 
CA está en la forma escalonada en los renglones reducida. 

Pruebe que si 4 es una matriz inversible y B es equivalente respecto a los ren- 
glones a A entonces B también es inversible. 


RESULTADOS ADICIONALES ACERCA DE LOS SISTEMAS DE 
ECUACIONES Y LA INVERSIBILIDAD 


En esta sección se establecen más resultados acerca de los sistemas de ecuaciones lineales 
y la inversibilidad de las matrices. Lo que se vea conducirá a un método para resolver n 
ecuaciones en n incógnitas, que es más eficaz que la eliminación gaussiana, para ciertos 
tipos de problemas. 
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Teorema 1]. Si A esuna matriz inversible de n X n, entonces para cada matriz B den X 1, 
el sistema de ecuaciones AX = B tiene exactamente una solución. a saber, X = A B. 


Demostración. Puesto que A(A -1B)= B, X= ATB es una solución de AX = B. Para 
demostrar que ésta es la úriica solución, se supondrá que Xo es una solución arbitraria y, 
a continuación, se demostrará que Xo debe ser la solución AB, 

Si Xy es cualquier solución, entonces 4Xo = 8. Al multiplicar los dos miembros 
por A~’, se obtiene Xo =A BA 


Ejemplo 33 


Considere el sistema de ecuaciones lineales | 


Xi +Hix3+3x3= S 
2x +5x14+3x3= 3 
Xi + 8x3 =17 


En la forma matricial, este sistema se puede escribir como AX = B, en donde 


En el ejemplo 30 se demostró que A es inversible y que 


— 40 
13 


5 = 


Por el teorema 11. la solución del sistema es 


40 16 


N=<4 BE 


obien.xy = 1l.x3= —l,x3= 2, 

La técnica que se ilustró en este ejemplo sólo se aplica cuando la matriz de coefi- 
cientes 4 es cuadrada, es decir, cuando el sistema tiene tantas ecuaciones como incógnitas. 
Sin embargo, muchos problemas de la ciencia y la ingeniería comprenden sistemas de este 
tipo. El método es útil en particular cuando es necesario resolver una serie completa de sis- 
temas 


AX=B,.AX= Ba, AX= By 
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cada uno de los cuales tiene la misma matriz cuadrada de coeficientes 4. En este caso, se 
pueden obtener las soluciones 


a AA zm A VB, EA AB 


aplicando una inversión de matrices y k multiplicaciones de matrices. Este procedimiento 
es más eficaz que el de aplicar por separado la eliminación gaussiana a cada uno de los k 
sistemas. 

Se hará un paréntesis para ilustrar en qué forma puede surgir esta situación en las 
aplicaciones. En ciertos problemas de aplicación, se consideran sistemas físicos que pueden 
describirse como cajas negras. Este término indica que se ha despojado al sistema de todo 
lo superfluo y se contemplan sus características esenciales. Como se ilustra en la figura 
1.5, uno se imagina simplemente que si se aplica cierta entrada al sistema, entonces se 


Entrada 


Sistema 
(Caja negra) salida > 


y 


Figura 1.5 


obtendrá de él determinada salida. La forma en que funciona el sistema internamen- 
te se desconoce o no tiene importancia para el problema -de ahí el nombre de caja negra. 
En el caso de muchos sistemas importantes de caja negra, es posible describir matemática- 
mente tanto la entrada como la salida en forma de matrices que tienen una sola columna. Por 
ejemplo, si la caja negra consta de cierta circuitería electrónica, entonces la entrada podría 
ser una matriz de n X I cuyos elementos fuesen n voltajes leídos a través de determinadas 
terminales de entrada, y la salida podría ser una matriz de n X 1 cuyos elementos fuesen 
las corrientes resultantes en n alambres de salida. Hablando matemáticamente, un sistema 
de este tipo hace nada más que transformar una matriz de entrada den X 1 en una matriz de 
salida de n X 1. Para una clase grande de sistemas de caja negra, una matriz de entrada C 
está relacionada con la matriz de salida B por medio de una ecuación matricial 


AC= B 


en donde A es una matriz de n X n cuyos elementos son parámetros físicos determinados 
por el sistema. Un sistema de este tipo es un ejemplo de lo que se conoce como sistema 
físico lineal. En las aplicaciones, a menudo es importante determinar qué entrada se debe 
aplicar al sistema para lograr una determinada salida deseada. Para un sistema físico lineal 
del tipo que acaba de describirse, esto equivale a resolver la ecuación AX = B para la 
entrada X desconocida, dada la salida B que se desea. Por tanto, si se tiene una sucesión 
de matrices de salida diferentes B,, ..., By, y se desea determinar las matrices de entrada 
que producen estas salidas dadas, será necesario resolver sucesivamente los k sistemas de 
ecuaciones lineales 


AX= Bj TERI oowk 


cada uno de los cuales tiene la misma matriz cuadrada A de coeficientes. 
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El teorema que sigue simplifica el problema de demostrar que una matriz es inversi- 
ble. Hasta ahora, para demostrar que una matriz A de n X n es inversible, era necesario 
encontrar una matriz B de n X n ial que 


AB=1 y BA= 1 


El teorema que sigue a continuación muestra que si se produce una matriz B de n X n que 
satisfaga cualquiera de las dos condiciones que se dan, entonces la otra condición se cum- 
ple automáticamente. 


Teorema 12, Sea A una matriz cuadrada. 


a) SiBes una matriz cuadrada que satisface BA = l entonces B= A `. 
b) SiB es una matriz cuadrada que satisface AB = ], entonces B= A `. 


Demostración. Se probará (a) y se dejará (b) como ejercicio. 

a)  Supóngase que BA = 7. Si es posible demostrar que A es inversible, se puede com- 
pletar la demostración al multiplicar los dos miembros de BA = J por 47? para 
obtener 


BAA -= JA 7! o BI= IA —> o. B=A4” 


para demostrar que 4 es inversible. basta con demostrar que el sistema AX= 0 tiene 
únicamente la solución trivial (véase el teorema 10). Sin embargo, si se multiplican por 
la izquierda ambos miembros de AX = 0 por B, se obtiene BAX = B0, o bien, IX = 0, 
o bien, ¥ = 0, Por tanto, el sistema de ecuaciones AX = 0 tiene solamente la solución 
trivial. |] 


Ahora se está en condiciones de agregar una cuarta proposición que equivale a las 
tres dadas en el teorema 10. 


Teorema 13. Si A es una matriz de n X n, entonces las proposiciones que siguen son 
equivalentes: 


a) A es inversible. 

b) AX= 0 tiene únicamente la solución trivial. 

c} A es equivalente respecto a los renglones a In. 

d} AX= Bes consistente para toda matriz BdenX 1. 


Demostración. Puesto que se probó en el teorema 10 que (a), (b} y (c) son equivalentes, 
bastará con probar que (a) => (d) y (d)= (a). 


a) > dj: Si A es inversible y B es cualquier matriz de n X 1, entonces X= A 7! B es una 
solución de AX = B, según se afirma en el teorema 11. Por tanto, AX = B es consistente. 


dj} > aj: Si el sistema AX = B es consistente para toda matriz B de n X 1, entonces, en 
particular, los sistemas 
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serán consistentes. Sea X, una solución del primer sistema, X, una solución del segundo 
sistema, ..., y Xn una solución del último sistema, y fórmese una matriz C de n X n que 
tenga estas soluciones como columnas. Por tanto, C tiene la forma 


A O y O 


Como se analizó en el ejemplo 18, las columnas sucesivas del producto AC serán 


AX, AXi .... AXp 
Por tanto, 
10- 0 
01. -- 0 
AC=[A4X, a a T AX,]=|0 0 0|=!/ 
Qu: Purdimein:] 


Con base en el inciso /h) del teorema 12, se concluye que C= A ~. Por consiguiente, A 
es inversible. ff 

Posteriormente en este libro, el probiema fundamental que sigue se presenta repeti- 
damente en varios contextos. 


Un problema fundamental. Sea A una matriz fija de m X n. Hállense todas las matrices B 
de m X 1 tales que el sistema de ecuaciones AX = B sea consistente. 

Si A es una matriz inversible, el teorema 11 resuelve este problema por completo 
al afirmar que, para toda matriz B de m X 1, AX =B tiene la solución única X=A AB. 
Si A no es cuadrada, o siÁ es cuadrada pero no inversible, entonces no se aplica el teorema 
11. En estos casos, sería conveniente poder determinar qué condiciones, si las hay, debe 
satisfacer la matriz B para que AX = B sea consistente. En el ejemplo que sigue se ilustra 
cómo se puede aplicar la eliminación gaussiana a fin de determinar esas condiciones. 


Ejemplo 34 
¿Qué condiciones deben satisfacer b,, ba y bs para que el sistema de ecuaciones 
X, +x2+2x3=b, 


Xi a$ xam ba 
2x1 + x3 + 3x3 = b, 
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sea consistente? 


Solución. La matriz aumentada es 


1115 
l O l b 
2 1 3 by 


que se puede llevar a la forma escalonada en los renglones de la manera siguiente: 


l ) 2 by | Se sumó —1 veces el primer 
0 -1 -I bb, | renglón al segundo y —2 
0 


veces el primero al tercero. 
-1 =I Apr dd 


Í t 2 b, y 
PTE 
i 1 b, uj b, Se multiplicó el segundo 
| 


ao 


renglón por —1. 
=] Sp h-2 


by — — 
b h Se sumó el segundo renglón |! 
114 al tercero. | 


by=br=b] = | 


a = 
DO = 
DO — tu 


Ahora es evidente, con base en lo expresado en el tercer renglón de la matriz, que el 
sistema tiene una solución si, y sólo si, bi, ba y ba satisfacen la condición 


b3 —bz-b;= 0 o bien. b3= bi + bd, 


Para expresar esta condición de otra manera, AX = B es consistente si y sólo si B es Una 
matriz de la forma 
b; 
= b, 


en donde b, y b, son arbitrarios. 


EJERCICIOS 1.7 


En los ejercicios 1-6, resuelva el sistema aplicando el método del ejemplo 33. 


l. xx +20= 7 2, 3x, —6x,=8 
2x; + 3x7 = =} ay tire] 

3 x, +2x34+2x3=-—1 d4: 2x1+ x+x3= 7 
Tie aA S ia E. S i 4 Jx ss 3 


ay 1d + 2x3 13 Gtx 5 


4 
> 
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SBS. x+ iyt i=l 6 3w+x+7y+9z=4 
ix+ y- ¿=2 w+x+4y+4z=7 
—2x + iy + 162 = w 2y-32=0 


2w=-x-—4y-6:=6 


7. Resuelva el sistema 


Xi xy tag = b; 

Xi + X = b} 
cuando 
(la) b = —1,b>=3,b3=4 (b) b =5,b,=0,b,=0 
(c) b, l.b, L b, =3 (d) b,=3.b,=3,b,=3% 


8. ¿Qué condiciones deben satisfacer las b para que el sistema dado sea consistente? 


(a) Xy x3+3x3=b, (b) 2x,+3x3- x3+ xi4=b, 
3x1 = 3x; + 9x3 = b; Xi + 5X + x3-2Y,=b, 
— 2x, + 2x2 — 6x3 =0by =X, + 2x3 + 2X; — 3x4 = b; 


3x t; x= 3x3 + 4x, = ba 


9. Considere las matrices 


a) Demuestre que la ecuación AX = X se puede reescribir como (4 — IJX=0 
y aplique este resultado a fin de resolver AX = X para X. 
b) Resuelva AX= 4X. 


10. Sin usar lápiz y papel, determine si las matrices siguientes son inversibles. 


2 1103 l 5 l 4 i 

patagó 9 49 3 00:02 = 
(a) (b) 

0 0 l 2 0 0 | l 

0 0.0 3 AAA F 


Sugerencia. Considere los sistemas homogéneos asociados 


234 4 27 Varia 5D xy + xo + Ax + Agp 
5x2 + fya + 3x4 20 Ny x,=0 
Mx+2,=0 y E sud 
3x =0 : en a 

ips 


11. Sea AX = 0 un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales en 7 incógnitas que 
tiene únicamente la solución trivial. Demuestre que si k es cualquier entero 


A 
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12. 


13. 


positivo, entonces el sistema 4* X =0 también tiene solamente la solución trivial. 
Sea AX = 0 un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales en n incógnitas y 
suponga que Q esuna matriz inversible. Demuestre que AX = 0 sólo tiene la so- 
lución trivial si, y sólo si, (QA) X= 0 tiene únicamente la solución trivial. 
Demuestre que una matriz A de n X n es inversible si, y sólo si, es posible escri- 
birla como un producto de matrices elementales. 


14. Use el inciso (a) del teorema 12 a fin de probar el inciso (b). 


1. 


EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 


Aplique la eliminación de Gauss-Jordan para despejar x' y y'en términos de 
x yy. 


= 3y 4,4 
x=3x — 5j 

de k 
P= +3y 


. Aplique la eliminación de Gauss-Jordan para despejar x’ y y' en términos de 


xyy. 


x = x' cos () -- y' seng 
y=x senl + y' cos 0 


. Una caja que contiene monedas con las denominaciones de un centavo, cinco 


centavos y diez centavos tiene 13 de ellas con un valor total de 83 centavos. 
¿Cuántas monedas de cada tipo hay en la caja? 


. Halle los enteros positivos que satisfagan 


x+y+z= 
x+5y+ 102 = 44 


. ¿Para cuál valor, o cuáles valores, de a el sistema siguiente tiene cero, una y una 


infinidad de soluciones? 


X¡+xo+x3=4 
MW Ez 


(a? — 4)x,3=4a-2 


. Sea 


2 o 
N 


T 
p 
< 
Q 


la matriz aumentada para un sistema lineal. ¿Para cuáles valores de a y b el 
sistema tiene 

a] una solución única; 

b) una solución uniparamétrica; 
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10. 


11. 


12. 


13. 
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c) una solución biparamétrica; 
d) ninguna solución? 


. Halle una matriz K tal que AKB = C dado que 


to 4 | 8&8 6 -6| 
2 0 0 

A= 2 Sh s= i j C= 6 —Í 

17 B 3 —4 0 0 


: Si A es de m X A y Bdeñ X p, ¿cuántas operaciones de multiplicación y cuán- 


täs de adición se necesitan para calcular el producto de matrices AB? 


. Sea A una matriz cuadrada. 


H 


a) Demuestre que (1 - AJT! = 1+4 +A? +4? si d’ =0. 
b) Demuestre que /1— AJT! =1+4+4*+... +#An, si Antl = O. 


Halle los valores de a, b y e de modo que la gráfica del polinomio pfx)= ax? 
+ bx + pase por los puntos (1,2), (1,6) y (2, 3). 

(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Encuentre los valores de a, b y 
c de modo que la gráfica del polinomio p(x) = ax? + bx + c pase por el purito 
(- 1,0) y tenga una tangente horizontal eñ (2, —9). 

Pruebe que si A es una matriz de m X i y B es la matriz de n X 1 para la cual 
cada uno de sus elementos es 1 /n, entonces 


en donde r; es el promedio de los elementos del ¡-ésimo renglón de A. 
(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Si 


Eull) cils) o Ci ox) 


Cala) caka) o tal) 


C= 
A A Cr) 
en donde Ci (x) es una función diferenciable de x, entonces se define 


ES (x) ci AN] at ci AN) 


dC | esdxl calado o Ca 


Ca) Cha) E 


Demuestre que, si los elementos en 4 y B son funciones diferenciables de x y el 
producto 44 está definido, entonces 


l dA dB 
- (AB) = B+A 
dx dx dx 


í 


2 
Determinantes 


2.1 LA FUNCION DETERMINANTE 


El lector ya conoce funciones como f(x) =sen x y f(x) =x?, las cuales asocian yn número 
real f(x) con un yalor real de la variable x. Dado que tanto x como f(x) toman únicamente 
valores reales, se pueden describir esas funciones como funciones de valor real de una varia- 
ble real. En esta sección se inicia el estudio de funciones con valor real de una variable 
matricial, es decir, funciones que asocian un número real f(X) con una matriz X. El objetivo 
principal es el estudio de una de esas funciones denominada funcion determinante. Lo 
que se haga sobre la función determinante tendrá aplicaciones importantes a la teoría de 
los sistemas de ecuaciones lineales y también conducirá a una fórmula explícita para la in- 
versa de una matriz inversible. 

Antes de poder definir la función determinante, es necesario establecer algunos re- 
sultados referentes a las permutaciones, 


Definición. Una permutación del conjunto de enteros [1,2,...,n) es un arreglo de es- 
tos enteros en cierto orden, sin omisiones o repeticiones, 
Ejemplo 1 


Hay seis permutaciones diferentes del conjunto de enteros [1, 2,3 ); éstas son 


LE ALTE 
LID HAEDO MAL 


Un método conveniente para listar en forma sistemática las permutaciones es usar 
un árbol de permutaciones, En el ejemplo siguiente se ilustra este método. 
Ejemplo 2 
Lístense todas las permutaciones del conjunto de enteros {1,2,3,4}. 


Solución. Considérese las figura 2.1. Los cuatro puntos marcados 1, 2, 3,4 que están en 
la parte superior de la figura representan las elecciones posibles para el primer número de la 
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permutación. Las tres ramas que emanan de estos puntos representan las elecciones posi- 
bles para la segunda posición en la permutación. Por tanto, si la permutación se inicia (2, 
—, ~, —), las tres posibilidades para la segunda posición son ], 3 y 4. Las dos ramas que 
emanan de cada punto en la segunda posición representan las elecciones posibles para la 
tercera, Así entonces, si la permutación se inicia (2, 3, —, —), las dos elecciones posibles 
para la tercera posición son 1 y 4.Por último, la única rama que emana de cada punto en 
la tercera posición representa la única elección posible para la cuarta, Por consiguiente, 
si la permutación se inicia (2,3,4,—), la única elección para la cuarta posición es 1. Aho- 
ra es posible listar las diferentes permutaciones, recorriendo todas las trayectorias posibles 
a través del “árbol”, desde la primera posición hasta la última. Por medio de este proceso 
se obtiene la siguiente lista : 


(1,2,3,4) (2,1,3,4) (3,1,2,4) (4,1,2,3) 
(1,2,4,3) (2,1,4,3) (3,1,4,2) (4,1,3,2) 
(1,3,2,4) (2,3,1,4) (3,2,1,4) (4,2,1,3) 
(1,3,4,2) (2,3,4,1) (3,2,4,1) (4,2,3,1) 
(1,4,2,3) (2,4,1,3) (3,4,1,2) (4,3,1,2) 
(1,4,3,2) (2,4,3,1) (3,4,2,1) (4,3,2,1) 


Al observar este ejemplo se ve que hay 24 permutaciones de {1,2,3,4}. Se pudo 
haber anticipado este resultado, sin listar realmente las permutaciones, por medio de la ar- 
gumentación que sigue. Como es posible llenar la primera posición de cuatro maneras y, a 
continuación, la segunda posición de tres maneras, existen 4 - 3 maneras para llenar las 
primeras dos posiciones. Ya que entonces se puede llenar la tercera posición de dos mane- 
ras, se tienen 4 » 3 + 2 maneras para llenar las tres primeras posiciones. Por último, puesto 
que entonces se puede llenar la última posición sólo de una manera, existen 4+3+2+ 1 
= 24 maneras para llenar las cuatro posiciones. En general, el conjunto (1,2,...,n) ten- 
drán (n— 1) (n—2)+ *+2+ 1 =n! permutaciones diferentes. 

Para denotar una permutación general del conjunto {1,2,...,7 }, se escribirá (j4, 
fa» -.-> fu). Aquí, jı es el primer entero de la permutación, ją es el segundo, etc. Se dice 
que ocurre una inversión en una permutación (j; , j2,- -- jp) siempre que un entero ma- 
yor precede a uno menor. Se puede obtener el número total de inversiones que ocurren 
en una permutación de la manera siguiente: 1) se encuentra el número de enteros que son 
menores que j, y que siguen a j, en la permutación; 2) se encuentra el número de enteros 
que son menores que j, y que siguen a j, en la permutación. Se continúa con este proceso 
de conteo para jf3, .. .,jn-1. La suma de estos números será el número total de inver- 
siones en la permutación. 
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Determínese el número de inversiones en las permutaciones siguientes: 


(i) (6,1,3,4,5,2) 


(ii) (2,4,1,3) (iii) (1,2,3,4) 


(i) El número de inversioneses5+0+1+1+J1]=8. 
(ii) El número de inversioneses 1 +2 +0=3. 
(iii) En esta permutación no existen inversiones. 


Definición. Se dice que una permutación es par, si el número total de inversiones es un en- 
tero par, y se dice que es impar, si el número total de inversiones es un entero impar. 


Ejemplo 4 


En la tabla que aparece a continuación se clasifican las diversas permutaciones de {1,2,3 } 


como pares o impares. 


Permutación 


(1, 2, 3) 
(1, 3, 2) 
(2, 1,3) 
(2,3, 1) 
(3, 1, 2) 
(3, 2, 1) 


Considérese la matriz n X n 


Número de 

inversiones Clasificación 
0 par 
1 impar 
1 impar 
2 par 
2 par 
3 impar 

411 41 Ain 

a213 422 An 

ani an Ann 


Por producto elemental tomado de A se entiende cualquier producto de n elemen- 
tos tomados de A, sin que dos cualesquiera de ellos provengan del mismo renglón o la mis- 


ma columna. 


Ejemplo 5 


Lístense todos los productos elementales tomados de las matrices 


dii iz di3 
] (ii) | 421 422 42 


41 43 433 
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(1) Ya que cada producto elemental tiene dos factores, y como cada factor proviene de 
un renglón diferente, un producto elemental se puede escribir en la forma 


41.43. 


en donde con los guiones se designan números correspondientes a las columnas. Supuesto 
que ninguno de los dos factores del producto provienen de la misma columna, los números 
de columna deben ser 1 2 ó 2 1. Porlo tanto, los únicos productos elementales son4,; 422 
y 412471. 


ji) Puesto que cada producto elemental tiene tres factores, cada uno de los cuales provie- 
ne de un renglón diferente, se puede escribir un producto elemental en la forma 


41.47.43. 


Ya que dos factores del producto no deben provenir de la misma columna, los números 
de columna no tienen repeticiones; como consecuencia deben formar una permutación del 
conjunta (1, 2, 3). Estas 3! =6 permutaciones conducen a la siguiente lista de productos 
elementales: 


411422433 412421433 413421432 


411423432 412423431 413822431 


Como se señala en este ejemplo, una matriz A de n X n tiene n! productos elemen- 
tales. Estos son los productos de la forma 41j1%aja +++ Gn;,,en donde Qi, J2, . -s jn) es 
una permutación del conjunto {1,2,,..,n }. Se denomina producto elemental con signo 
tomado de A a un producto elemental 4 ;;,4>j2 : + + njn multiplicado por +1. a bien, —1. 
Se utiliza el + si (1,72, ..., Jn) es una permutación par y el —si(f1,72,.., jn) es una 
permutación impar. 


Ejemplo 6 
Lístense todos los productos elementales con signo de las matrices: 
di 412 413 
a [ani 412 Es i i i 
(i) , (ii) | 421 422 zz 


431 a32 433 


(1) Producto 
Producto Permutación elemental 
elemental asociada Par o impar con signo 

411422 (1, 2) par 41142) 


412431 (2, 1) impar —d4 12031 
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(ii) Producto 
Producto Permutación elemental 
elemental asociada Par o impar con signo 
411422433 (1, 2, 3) par 411422433 
411423432 (1, 3, 2) impar 411423032 
412421433 (2, 1,3) impar 412471433 
412423431 (2, 3, 1) par 412423431 
413421432 (3, 1,2) par 413471432 
413422431 (3, 2, 1) impar 413422431 


Ahora se tiene ya la posibilidad de definir la función determinante. 


Definición. Sea A una matriz cuadrada. La función determinante se denota por det, y se 
define det (4) como la suma de todos los productos elementales con signo tomados de A. 


Ejemplo 7 


Con referencia al ejemplo 6, se obtiene 


: 411 412 
(i) de = 4,1422 — 412021 


421 422 


âit di2 413 
(ii) det | az} 433 a23 | = 411422433 + 41242343; + 413421432 


431 A32 033 — 41342243, — 412421833 — 11823432 


Es útil disponer de las dos fórmulas de este ejemplo para su uso posterior. Sin em- 
bargo, a fin de evitar la memorización de estas pesadas expresiones, se sugiere recurrir a los 
artificios mnemónicos que se ilustran en la figura 2.2. La primera fórmula del ejemplo 7 
se pbtiene a partir de la figura 2.24, multiplicando los elementos por los que pasa la fle- 
cha que apunta hacia la derecha y restando el producto de los elementos por los que pa- 
sa la flecha que apunta hacia la izquierda. La segunda fórmula del ejemplo 7 se obtiene 
copiando la primera y segunda columnas como se muestran en la figura 2.2b. Entonces 
el determinante se calcula al sumar los productos correspondientes a las flechas que apun- 
tan hacia la derecha y restar los productos correspondientes a las flechas que apuntan hacia 
la izquierda. 


(a) 
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Ejemplo 8 


Evalúense los determinantes de 


Shi L Eg Ma 
rar ~ y Elmo 
A T 14% Meg 


Al aplicar el método de la figura 2.2a da 
det(A) = (3) — 2) — (1)(4) = — 10 


Al aplicar el método de la figura 2.2b da 


det(B) = (45) + (84) + (96) — (105) — (— 48) — (— 72) = 240 


Observación. Se debe hacer hincapié en que los métodos que se describen en la figura 2.2 
no funcionan para determinantes de matrices de 4 X 4 o mayores. 


La evaluación de los determinantes directamente a partir de la definición crea difi- 
cultades de cálculo. De hecho, la evaluación directa de un determinante de 4 X 4 com- 
.prendería el cálculo de 4! = 24 productos elementales con signo, y un determinante de 10 
X 10 comprendería 10! =3 628 800 productos elementales con signo. Aun la más rápida 
de las computadoras digitales actuales no puede manejar el cálculo de un determinante de 
25 X 25 con este método, en una cantidad práctica de tiempo. Por tanto, la mayor parte 
del resto de este capítulo se dedica a desarrollar propiedades de los determinantes que sim- 
plificarán su evaluación. 

Se concluye esta sección haciendo notar que el determinante de A a menudo se es- 
cribe simbólicamente como 


det(4) = z E dij daj pirg 


njn 


en donde È indica que se deben sumar los términos sobre todas las permutaciones (j1, j2, 

. Jn) y se selecciona + o — en cada término, según la permutación sea par o impar. Una 
notación alternativa para el determinante de una matriz A es |A |, en lugar de det (4). En 
esta notación, el determinante de la matriz A del ejemplo 8 se puede escribir 
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EJERCICIOS 2.1 


1. 


2. 


Encuentre el número de inversiones en cada una de las siguientes permutacio- 
nes de [1,2,3,4,5). 


(a) (34152) (b) (42531) (c) (54321) 
(d) (12345) (e) (13542) (0 (23541) 


Clasifique cada una de las permutaciones del ejercicio 1 como par o impar. 


En los ejercicios 3—10 evalúe el determinante. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


1.2 à 6 4 i |-1 7| PA 

lex 3 Bo 2 “l-8 -3 q k 3] 
Basai KA E lo 210105 13] li 
E | A dhr 9.14 0-1 10 ? 4 sikti] 
4.3 8l lis af 2 200008 EN: |bnok?, y r8 


Halle todos los valores À para los que det (4) = 0. 


) ¿60 0 
(a) aahi BA A otel iE] 
4 Lo id ás ai 
: > 0 4 ,;-—4 


Clasifique cada permutación de (1,2, 3,4) como par o impar. 


Utilice los resultados del ejercicio 12 para construir una fórmula para el deter- 
minante de una matriz de 4 X 4. 


Use la fórmula que se obtuvo en el ejercicio 13 para evaluar 


e A N = 
l 
— 
hh NN Do uu 
Bb lana Uy = 


0.0001 04000 
00020 00020 
ajo o 300 loo 3 o0 o 
04000 00.001 
50000 50000 


Pruebe que si una matriz cuadrada A tiene una columna de ceros, entonces det 
(4)=0. 
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2.2 EVALUACION DE LOS DETERMINANTES POR 
REDUCCION EN LOS RENGLONES 


En esta sección se muestra que hay la posibilidad de evaluar el determinante de una matriz 
reduciéndola a la forma escalonada en los renglones, La importancia de este método radi- 


ca en el hecho de que evita los largos cálculos relacionados con lá aplicación directa de la 
definición de determinante. 


Primero se consideran dos clases de matrices cuyo determinante se puede evaluar 
con facilidad, sin importar el tamaño de la matriz. 


Teorema 1. Si A es cualquier matriz cuadrada que contiene un renglón de ceros, enton- 
ces det (A) =0. 


Demostración. Ya que un producto elemental con signo tomado de A contiene un factor 
de cada renglón de A, todo producto elemental con signo contiene un factor del renglón de 
ceros y, como consecuencia, tiene valor cero. Ya que det (4) es la suma de todos los pro- 
ductos elementales con signos, se obtiene det (4)=0. f 


Se dice que una matriz cuadrada es triangular superior si todos los elementos que 
están debajo de la diagonal principal son ceros. De modo análogo, se dice que una matriz 
cuadrada es triangular inferior si todos los elementos que están arriba de la diagonal prin- 
cipal son ceros. Una matriz que se menciona simplemente como triangular puede ser supe- . 
rior o inferior. 

Ejemplo 9 


Una matriz triangular superior general de 4 X 4 tiene la forma 
di; 412 413 Gra 
0 422 dz das 


0 0 33 Usa 
0 0 0 las 


Una matriz triangular inferior general de 4 X 4 tiene la forma 


di 0 0 0 
da azn Q 0 
0 


dar A42 U43 44 


Ejemplo 10 


Evalúese det (4), en donde 
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a, 0 0 0 
day dr Q 0 
43 d3? d3; Q 


Mar Gaz Qaz Aya 


El único producto elemental tomado de A que puede ser diferente de cero es 4,,47,4330a4 . 
Para ver esto, considérese un producto elemental típico 41,14>j20 3,34 aja. Supuesto que 
412 = 413 = 4,4 =0, debe tenerse j; =1 para tener un producto elemental diferente de ce- 
ro, Si], = 1, se debe tener ja + 1, dado que dos factores cualesquiera no pueden prove- 
nir de la misma columna. Además, como 473 = 474 =0, se ha de tener j} = 2 para tener un 
producto diferente de cero. Al continuar de esta manera, se obtiene j3 =3 y ja = 4. Ya 


que 411822433444 se multiplica por +1 al formar el producto elemental con signo, se ob- 
tiene 


det(A) = 0,4203 3x4 


Es posible aplicar un argumento semejante al que acaba de presentarse, a cualquier 
matriz triangular, para llegar al resultado general siguiente: 


Teorema 2. Si A es una matriz triangular de n X n, entonces det (A) es el producto de los 
elementos de la diagonal principal; es decir, det (A) =4 1147 * * * am. 


Ejemplo 11 
E AS A ES + 
qu pas) suple 1! 
PA O o ADS e 1206 
0 0 0 9 8 
O 0 0 0 4 


En el teorema que sigue se muestra en qué forma una operación elemental sobre los 
renglones de una matriz afecta el valor de su determinante. 


Teorema 3. Sea A cualquier matriz de n X n. 


(a) Si A' es la matriz que se obtiene cuando un solo renglón de A se multiplica por una 
constante k, entonces det (A Ņ =k det (A). 

(b) Si A' es la matriz que se obtiene al intercambiar dos renglones de A, entonces det 
(45) =- det (A). 

(c) Si A' es la matriz que se obtiene al sumar un múltiplo de uno de los renglones de A a 
otro renglón, entonces det (A'} =det (A). 


Se omite la demostración (véase el ejercicio 15). 
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Ejemplo 12 


Considérense las matrices 


lia deal 4.812 o 1 
A=|0 1 4 Aj=|0 1 4 Ases [bd 3 
puma i ea 1,21 

4 12 

Ager Pr ea cd 

Jeanu i 


Si se evalúan los determinantes de estas matrices por medio del método usado en el ejem- 
plo 8, se obtiene 


det(4) = —2, det(4,)= —8, det(4,)=2, det{4,}= —2 
Obsérvese que A, se obtiene al multiplicar el primer renglón de A por 4;4, al intercam- 
biar los dos primeros renglones; y A3 al sumar — 2 veces el tercer renglón de A al segundo. 
Como lo predice el teorema 3, se tienen las relaciones 
det(A) = 4 det(A) det(4,) = — det(A) y det(A 3) = det(A) 
Ejemplo 13 
La proposición (a) del teorema 3 tiene una interpretación alternativa que a veces es útil. Es- 


te resultado permite extraer un “factor común” de cualquier renglón de una matriz cua- 
drada hacia afuera del signo de determinante. Como ilustración, considérense las matrices 


411 di2 di3 411 412 413 


A= da 122 133 B = kaz; kaz2 ka>3 
431 432 433 431 a32 433 


en donde el segundo renglón de B tiene un factor común de k. Puesto que B es la matriz 
que resulta al multiplicar el segundo renglón de A por k, la proposición (a) del teorema 3 
afirma que det (B) = k det (4); esto es, 


| dii di2 “ry üii da aral 
(kazı kaz kazy =K 421 432 (23 
f | ii 

31 U32 33| [431 a32 Aza 


Ahora se plantea un método alternativo para evaluar los determinantes, que evita la 
gran cantidad de cálculos relacionados con la aplicación directa de la definición de deter- 
minante. La idea básica de este método es aplicar las operaciones elementales sobre los 
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renglones, a fin de reducir la matriz dada 4 hacia una matriz R que esté en la forma esca- 
lonada en los renglones. Puesto que una forma escalonada en los renglones de una matriz 
cuadrada es triangular superior (ejercicio 14), es posible evaluar det (R) aplicando el teo- 
rema 2, Entonces se puede obtener el valor de det (4) al aplicar el teorema 3 para relacio- 
nar el valor desconocido de det (4) con el conocido de det (R). En el ejemplo siguiente 


se ilustra este método. 


Ejemplo 14 


Evalúese det (4), en donde 


0 1 5 
A=)4 41570 p 
2 6 l 


Solución. Al reducir A a la forma escalonada en los renglones y aplicar el teorema 3, se 
obtiene 


O 1-5 3 —6 9 
| E Se intercambian el primero 
4)=|Y — |= =j0 5 
det(4) > h 9| Ñ l E y segundo renglones de A, 
2 6 l y 6 l 
6" 2 3 
E f | Se extrajo del signo de det un factor de 3 
= —3)0 1 ke] ¡ del primer renglón de la matriz precedente 
A (véase el ejemplo 13). 
la a^a] 
Mo -2 3. 1 FA 
| al | Se sumó -2 veces el primer renglón 
= —3]/0 l > | de la matriz precedente al tercer 
E | renglón. 
0 10 eS >| l 
| = Se sumó -10 veces el segundo renglón 
== N0 de la matriz precedente al tercer 
| renglón. 
10 
ll —-2 3| : i | 
| = ~ | Se extrajo del signo de det H 
Bye LES 5| un factor común de -55, del 
(= 3—55) 10 l 7 | último renglón de Ía matriz 
10 0 1 | precedente. 


= (31-551) = 165 
OBSERVACION. El método de reducción en los renglones resulta apropiado para la evalua- 
ción de determinantes con computadora debido a que es sistemático y se programa con 
facilidad. Sin embargo, para cálculos a mano, a menudo son más sencillos los métodos que 
se desarrollan en secciones subsiguientes. 


Ejemplo 15 


Evalúese det (4), en donde 
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1 3 -2 4 
2 6 —4 8 
Á= 
3 9 l El 
l 1 4 8 
1 3 -2 4 
0 0 0 0 se sumó -2 veces el 
det(4) = 3 | primer renglón 
j~ 9 l 5| de A al segundo, | 
| O 


No se necesita reducir más ya que, por el teorema 1, se deduce que det (4) =0. 


Con base en este ejemplo debe ser evidente que, siempre que una matriz cuadrada 
tenga dos renglones proporcionales (como el primero y segundo renglones de A), es po- 
sible introducir un renglón de ceros al sumar un múltiplo apropiado de uno de estos ren- 
glones al otro. Por consiguiente, si una matriz cuadrada tiene dos renglones proporcionales, 
su determinante es cero. 


Ejemplo 16 


Cada una de las matrices siguientes tiene dos renglones proporcionales; por tanto, por sim- 
ple observación se concluye que cada una tiene un determinante cero. 


s io 1 4. -5 
>i A e. 6 -2 5 2 
Y. 8 N 5 8g la 

i E E AS > 


EJERCICIOS 2.2 


1. Evalúe por observación los siguientes determinantes: 


l2 —40 17 dE ; : 
OE EG p lir ol 
0 0 3 
pa 5 7 2| 
123 3 =1 2| 
() 13 76 (d) 16 -2 4 
23 o7 s 


En los ejercicios 2 al 9, evalúe los determinantes de las matrices dadas, reduciéndolas a 
una forma escalonada en los renglones. 


2 3 7 2 j 
2.10 0 -—3 3.ļ4 2 3 
{1 -2 7 13.0 
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> 


> 


10. 


11. 


12. 


13. 


l -2 0 2 -4 8 
-3 5 I 5. | -2 7 -2 
4 -3 2 0 1 3 
3 6 9 3 2 13.1 
—=1 1 0 7 1 0O i 1 
l 2 =! "lo 2.10 
=1 -2 -2 1 Q 1::2 3 
mi O AE 
ERE 7 
huy qe $ 9 0 1 0 1 
z i 4 K O RETE 
g , 0 0 + 1 ı 
a b c 
Suponga que d e f|=5,. Encuentre 
h i 
d e f =a -b -c 
la) detlg h i (b) det | 2d 2e 2f 
a b ce -g —h ~i 
a+d b+e c+f a b € 
{c) det| d e f (d) det |d- 3a e- 3b f-3c 
g h i 2g 2h 2i 


Aplique la reducción en los renglones para demostrar que 


a b cļ|=(b-— ac- ale b) 
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Aplique un argumento como el que se da en el ejempio 10 para demostrar que 


0 0 43 
(a) det | 0 422 423| = — 413422431 


431 d32 u33 


0 0 0 014 


0 0 diz 042 
(b) det j= 414473432441 
0 432 U33 U34 


laj Ua? a3 Usa 


Pruebe que el teorema 1 es verdadero cuando se reemplaza la palabra “renglón” 


por “columna”. 
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14. Pruebe que una forma escalonada en los renglones de una matriz cuadrada es. 
triangular superior. 


15. Pruebe los siguientes casos especiales del teorema 3, 


ka, ka, kay di Aj di3 
(a) | da az 433 =Kk|d1 dz 023 
a31 432 033 dí 432 33 
d2} daa d23 411 412 j3 
(b) [41 diz 13 = —|421 dz3 423 
431 432 433 43 a32 33 


411 FK0z, Aiz + K0,, 013 + kaz; 411 412 413 
(c) 421 822 423 =|431 a32 43 


431 432 433 (3 432 433 


2.3 PROPIEDADES DE LA FUNCION DETERMINANTE 


En esta sección se desarrollan algunas de las pro piedades fundamentales de la función deter- 
minante. Lo que aquí se haga proporcionará alguna perspectiva adicional respecto a la rela- 
ción entre una matriz cuadrada y su determinante. Una de las consecuencias inmediatas 
de este material será una importante prueba con un determinante en relación con la in- 
versibilidad de una matriz. 

Si A es cualquier matriz m X n, entonces la transpuesta de A se denota por 4* y se 
define como la matriz de n X m cuya primera columna esel primer renglón de A, su segunda 
columna es el segundo renglón de 4, su tercera columna es el tercer renglón de 4, etc. 


Ejemplo 17 


Las transpuestas de las matrices 


va — 

DOE 
A 
Il 
se 
eS 
Y 
LL) 
[0 
I 

t ha w 
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son 


411 421 431 


412 Q22 î32 


A = 
413 Q23 “az 
_ Leia dis za 
l 3 5 —2 
Ze: de 13 
B' = 1.46 EsS=1 3 DS 5 4 l 
5 —2 1 7 


Suponiendo que los tamaños de las matrices son tales que se pueden efectuar las 


operaciones, la operación transpuesta tiene las propiedades que siguen (véase el ejercicio 
13): 


Propiedades de la operación transpuesta. 


(1) (4Y = A 

(11) (A + BY = A' + B' 
(111) (KAY = kA', en donde k es cualquier escalar 
(iv) (AB) = B'A' 


Recuérdese que el determinante de una matriz A de n X n se define como la suma 
de todos los productos elementales con signo tomados de A. Puesto que un producto ele- 
mental tiene un factor tomado de cada renglón y uno tomado de cada columna, es obvio 
que A y A' tienen precisamente el mismo conjunto de productos elementales. Aun cuando 
se omiten los detalles, se puede demostrar que 4 y A* tienen en realidad los mismos pro- 
ductos elementales con signo; esto conduce al teorema que sigue: 


Teorema 4. Si A es cualquier matriz cuadrada, entonces det (A) =det(A*). 


En virtud de este resultado, casi todo teorema acerca de los determinantes que con- 
tiene la palabra “renglón” en su enunciado, también es verdadero cuando se sustituye la 
palabra “renglón” por “columna”. A fin de probar una proposición relacionada con las 
column:s. sólo se necesita transponer la matriz en cuestión para convertir la proposición 
acerca de las columnas en una referente a los renglones, y a continuación aplicar el resul- 
tado conocido correspondiente, respecto a los renglones. Para ilustrar la idea, supóngase 
que se desea probar que el intercambio de dos columnas de una matriz cuadrada A cam- 
bia el signo de det (A). Se puede proceder como sigue: Sea A' la matriz que se obtiene al 
intercambiar la columna r y la columna s de A; Por tanto (4' Y es la matriz que se obtie- 
ne al intercambiar el renglón r y el renglón s de A". Por tanto, 


i 


det(A') = det{ A'Y (Teorema 4) 
= —det(A') (Teorema 3b) 
= — det(A) (Teorema 4) 


lo que prueba el resultado 
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Los ejemplos que siguen ilustran varios hechos respecto a los determinantes que de- 
penden de propiedades relacionadas con las columnas de la matriz. 


Ejemplo 18 


Por observación; la matriz 


I —2 7 
—4 8 5 
2 -4 3 


tiene un determinante, cero, puesto que la primera y segunda columnas son proporcionales. 
Ejemplo 19 


Calcúlese el determinante de 


1 0 0 3 
> 

ar |? 7 0 6 
0 6 3 
7 3 l -—$ 


Se podría calcular este determinante como antes, mediante la aplicación de operaciones 
elementales sobre los renglones para reducir 4 a una forma escalonada en los renglones. Por 
otra parte, se puede poner A en la forma triangular inferior en un paso, sumando —3 ve- 
ces la primera columna a la cuarta, para obtener 


1 0 0 0 
2 o ol 

det(A) = det pa 4 A 0 M6 20 46 
7 3 1 —=26 


Este ejemplo señala que siempre conviene no perder de vista las operaciones sobre 
las columnas que puedan acortar los cálculos. 


Supóngase que 4 y B son matrices de n X n y que k es cualquier escalar. Ahora se 
consideran las relaciones posibles entre det (4), det (B), y 


det(kA), det(4+ B) Y det(4B) 
Ya que es posible extraer del signo det un factor común de cualquier renglón de una 
matriz. y supuesto que cada uno de los n renglones de kA tiene un factor común de k. se 


obtiene 


det(k 4) = k"det(4) (2.1) 
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Ejemplo 20 


Considérese las matrices 


3 1] 15 5 
= SA = 
A |; i E E kà 
Por cálculo directo det (4) =4 y det (54) =100. Esto concuerda con la relacióń (2.1), la 
cual afirma que det (54) =5? det (4). 
Desafortunadamente, en general, no existe relación simple entre det (4), det (B) y 
det (A + B). En particular, es necesario hacer notar que, por lo común, det (4 + B) no es 
igual a det (4) + det (B). El ejemplo siguiente ilustra este hecho. 


Ejemplo 21 


Considérese las matrices 


ES 2 ak3 b s pension LA 3 
Pia E Jin dee 715 8 
Se tiene det (4) = 1, det (B) =8 y det (A + B) =23; por tanto, det (4 + B) # det 


(A) + det (B). 


A pesar de este resultado negativo, hay una importante relación referente a las sumas 
de determinantes que con frecuencia resulta útil. Como ilustración, considérense dos ma- 


trices de 2 X 2 
CEEE j a a 
A en y A i H < 
421 22 d21 d22 


que difieren únicamente en el segundo renglón. Con base en la fórmula del ejemplo 7, se 
obtiene 


det(A) + det(4') 


(41 1472 — drazi) + (411497 — 412451) 


4116433 + 427) — 4 2l471 + 451) 


411 diz 
det 3 i 
431 + d2) (32 + U22 


I 


Por tanto, 


dii Uy dig di2 dji dia 
det +der| , , | = del : y 
421 422 day U22 | d1 +42] U22 + (da) 
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Este ejemplo es un caso especial de resultado general que sigue: 

Supóngase que A, A' y A” son matrices de n X n que difieren únicamente en un solo ren- 

glón, por ejemplo, el r—ésimo, y que es posible obtener el r—ésimo renglón de A" al su- 

mar los elementos correspondientes de los r—ésimos renglones de A y A'. Entonces 
det(A”) = det(4) + det(4') 

Se cumple un resultado semejante para las columnas. 


Ejemplo 22 


Evaluando los determinantes, el lector puede verificar que 


l 7 5 1 7 5 1 7 5 
det 2 0 3 =det|2 0 3 |+det|2 0 3 
1+0 4+1 7+(—-1) l4 7 0 l —1 


Teorema 5. Si A y B son matrices cuadradas del mismo tamaño, entonces det (AB) = det 
(A) det (B). 


La elegante sencillez de este resultado, comparada con la compleja naturaleza tanto 
de la multiplicación matricial como de la definición de determinante, es interesante y sor- 
prendente. Se omite la demostración. 


Ejemplo 23 


Considérense las matrices 
31 1 =1 3 2 17 
= = B= 
a asa] sos 


Si tiene det (4) det (B) =(1) (23) =—23. Por otra parte, el cálculo directo muestra que 
det (AB) = —23, de modo que det (AB) =det (4) det (B). 


En el teorema 13 del capítulo 1, se dieron tres proposiciones importantes que son 
equivalentes a la inversibilidad de una matriz. El ejemplo siguiente ayuda a agregar otro 
resultado a esa lista. 


Ejemplo 24 


El propósito de este ejemplo es demostrar que, si la forma escalonada en los renglones re- 
ducida R de una matriz cuadrada no tiene renglones que consten completamente de ceros, 
entonces R debe ser la matriz identidad. Se puede ilustrar este hecho considerando la ma- 
triz den X n que sigue 
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Pri Fra 0% Fin 
R= Pi F22 "00 Faa 


Fal Pa TA ki 


En esta matriz, el último renglón puede constar o no completamente de ceros. Si no consta 

completamente de ceros, la matriz no contiene renglones cero y, como consecuencia, cada 
uno de los n renglones tiene un elemento principal de 1. Puesto que estos 1 principales se 
presentan progresivamente cada vez más hacia la derecha, a medida que se recorre la matriz 
hacia abajo, cada uno de estos } debe estar en la diagonal principal. Ya que los otros ele- 
mentos de la misma columna en el que se encuentra uno de estos 1 son cero, R debe ser 
I. Por tanto, R tiene un renglón de ceros, o bien, R =1. ' 


Teorema 6. Una matriz cuadrada A es inversible si y sólo si det (A) £0. 


Demostración. Si A es inversible, entonces Z =44! de modo que 1 = det (1) =det (4) det 
(4). Por tanto, det (4) + O. Inversamente, supóngase que det (4) + 0. Se demostrará 
que A es equivalente respecto a los renglones de /, y, por consiguiente, se concluirá con 
base en el teorema 10 del capítulo 1, que A es inversible. Sea R la forma escalonada en los 
renglones reducida de A. Debido a que R se puede obtener a partir de A por medio de una 
sucesión finita de operaciones elementales sobre los renglones, es posible encontrar las 
matrices elementales E,, E2, . . . , Ez tales que Ez » » * ESE¡A =R,o bien, A =E, TE, ! 
... EL” R 


Por tanto, 
det(4) = det(E; ')det(E> *) - + - det(E; *)det(R) 


Ya que se está suponiendo que det (4) + 0, con base en esta ecuación se deduce que det 
(R) + 0. Por consiguiente, R no tiene renglones cero, de modo que R =/7 (véase el ejem- 
plo 24). $ 


Corolario. Si 4 es inversible, entonces 


1 


det(47 1) = det(A) 


Demostración. Ya que A* A=1,det(4* 4) =det (D; es decir, det (A *) det (4) =1. Su- 
puesto que det (4) + 0, se puede completar la demostración al dividir todo entre det (4).]] 


Ejemplo 25 


Dado que ei primero y tercer renglones de 


2 
A= 0 
4 


Du 


] 
1 
2 


son proporcionales, det (4) =0. Por tanto, A no es inversible. 
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EJERCICIOS 2.3 


1. Encuentre las tanspuestas de 


204 
(a) |-=3 1] (0) |-8 4 3| on 0 2] (d) [és “A 2] 
P 2 


May 22 la 


12 7 
A=|-1 0 6 
Qi Ds 


3. Verifique que det (AB) = det (A) det (B) cuando 
IOR Eo, 1 
A=|3 4 0 A e le 
0.02 5 


4. Aplique el teorema 6 para determinar cuáles de las matrices siguientes soninver- 


sibles. 
1 0 0 -2 1 -4 721 0 7 5 
(a) [3 6 7 (b) 1 1 2 (c)|7 2 1 (d) 10 l —1 
0 8 =l 3 1 6 366 0 3 2y 
5. Suponga que det (4) = 5, en donde 
a b c 
A=|d e f 
g h i 
Encuentre 
agd 
(a) det(34) (b) der(247!) (c) der((Q4)7?) (d) detlb h e 
cif 


6. Sin evaluar directamente, demuestre que x =0 y x = 2 satisfacen 
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7. Sin evaluar directamente, demuestre que 


b € =0 
l 1 


b+c c+a b+al 
det a 
1 


8. ¿Para cuál valor, o cuáles valores de k, A no es inversible? 


Í 
, k-3 -2 b LEs 
(a) A= -2 ka? (b) 4 = 4 


6 


w = ES 


9. Suponga que A y B son matrices de n X n. Demuestre que sí A es inversible, en- 
tonces det (B) =det (4? BA). 


10. (a) Encuentre una matriz A de 3 X 3 diferente de cero tal que 4 =4*. 
(b) Halle una matriz A de 3 X 3 diferente de cero tal que A =-4?. 


11. Sea aj; el elemento que está en el ¡—ésimo renglón y ¡—ésima columna de A. 
¿En cuál renglón y cuál columna de A? aparecerá aj? 


12. Sea AX = 0 un sistema de n ecuaciones lineales en n incógnitas. Demuestre que 
el sistema tiene una solución no trivial si y sólo si det (4) =0. 


13. Sean 
Qir Aiz Az [es hsz bi 
A=] dz da a23 y B=[ bx ba ba 
du dí dy bs, bza ba 


Demuestre que 
(a (4) = A tb) (4 + Bf = 4' + B' (c) (ABY = B'A' (d) (KAY =kA' 


14. Pruebe que (A'B! Y =BA. 


15. Se dice que una matriz cuadrada A es simétrica si A! = A y antisimétrica si A* 
=- A. Demuestre que si B esuna matriz cuadrada, entonces 


(a) BB' y B + B! son simétricas  (b)B—B' es antisimétrica 


2.4 DESARROLLO POR COFACTORES; REGLA DE CRAMER 


En esta sección se considera un método para evaluar determinantes que resulta útil para 
cálculos a mano y tiene gran importancia teórica, Como consecuencia de lo que se haga 
aquí, se obtendrá una fórmula para la inversa de una matriz inversible así como otra para 
la solución de ciertos sistemas de ecuaciones lineales, en términos de determinantes. 
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Definición. Si A es una matriz cuadrada, entonces el menor del elemento a;j se denota por 
Myj y se define como el determinante de la submatriz que se deja después de eliminar de 
A el ¡-ésimo renglón y la j-ésima columna. El número (-1)*: Í Mij se denota por Cy; y se 
conoce como cofactor del elemento ajj. 


Ejemplo 26 
Sea 

3 l — 

A=|2 5 

1 4 

El menor del elemento a,, es 
3 l —4] 5 6 
Mi, =/12 5 jk gis 


1 4 8 


El cofactor de a,, es 
Ci =(-1 NM, =M,, =16 


Análogamente, el menor del elemento 43, es 


33 el ga 44 
Ma =2 5 =h a=% 
fon d 


El cofactor de 232 es 


C32 =(—1)}* M32 = Ma = —26 


Nótese que el cofactor y el menor de un elemento aj difieren únicamente en el sig- 
no, es decir, Cij = My. Una manera rápida de determinar si se usa el +, o bien, — es apli- 
car el hecho de que el signo que relaciona Cj con M; está en el ¿—ésimo renglón y ¡—ésima 
columna del arreglo 


Por ejemplo, Ci =M, Ca =—Ma, Cu =-—M, Ca A M2 , etc. 
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Considérese la matriz general de 3 X 3 


411 A 433 
ÁA=|431 422 a23 


431 432 433 


En el ejemplo 7 se demostró que 


det(A) = 4, ¡422433 + 12023431 + 413021832 


— 4/3432431 — 412431433 — 411023432 (2.2) 
lo cual se puede volver a escribir como 
det(4) = a, ¡(422433 — 423432) + A21(413432 — 412433) + 431(412423 — 413422) 


Ya que las expresiones que están dentro de los paréntesis son precisamente los cofactores 
Cu» Cor y C3; (verifíquese) se tiene 


det(4) = aCi + a21C21 + 431€31 E (2.3) 


En la ecuación (2.3) se muestra que es posible calcular el determinante de 4 multiplican- 
do los elementos que están en la primera columna de 4 por sus cofactores y sumando los 
productos que resultan. Este método para evaluar det (4) se conoce como desarrollo por 
cofactores a lo largo de la primera columna de A. 


Ejemplo 27 
Sea 
3 1 0 
A=|-2 —4 3 
5 4 -2 


Evalúese det (4) aplicando el desarrollo por cofactores a lo largo de la primera columna 
de A. 


Solución. Con base en (2.3), 


0 
dns 
= 44) (MEE 58) = 1 


E qu alo Le 2 
y Br 3 —4 3| 


3 
hna 


Al reacomodar los términos dados en (2.2) de diversas maneras, es posible obtener 
otras fórmulas como la (2.3). No debe ser difícil verificar que todas las fórmulas siguientes 
son correctas (véase el ejercicio 23): 
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det(4) =4,,€,, + 412€ ¡2 +413€C13 
= 411€ 11 +471€21 + 431631 

= d21 21 + 42222 + d23€33 

= 41€ 12 + 42223 + 43,32 
“=d31€31 + 43232 + 43333 


=413€13 + 02333 + 03333 


Nótese que, en cada ecuación, todos los elementos y cofactores provienen del mismo ren- 
glón o columna. Estas ecuaciones se conocen como los desarrollos por cofactores de det 
(4). 

Los resultados que se acaban de dar para las matrices de 3 X 3 forman un caso espe- 
cial del teorema general siguiente, el cual se enuncia sin demostración. 


Teorema 7. Se puede calcular el determinante de una matriz A de n X n multiplicando los 
elementos de cualquier renglón (o columna) por sus cofactores y sumando los productos que 
resulten; es decir, para cada | <¡<ny1=<j<n, 


det( A) = a1¡Cy; + a7Ca; +: anjCnj 
(desarrollo por co factores a lo largo de la j—ésima columna) 


de A) = 0,C 4 + aiiz ++ Cia 
(desarrollo por cofactores a lo largo del i—ésimo renglón) 


Ejemplo 28 


Sea A la matriz del ejemplo 27. Evalúese det (4) por medio de su desarrollo por cofacto- 
res a lo largo del primer renglón. 


Solución. 
3044-10 | 
"3 -2 3 -2 4 
detí4)=1-2. -4, ,3 = |=% +0] | 
E 4 2 ria 5 4 


=3(-4)- (I{-11)= —1 
Esto concuerda con el resultado obtenido en el ejemplo 27. 


OBSERVACION. En este ejemplo resultó innecesario calcular el último cofactor, puesto que 
quedó multiplicado por cero. En general, la mejor estrategia para evaluar un determinante 
por medio del desarrollo por cofactores es llevándolo a cabo a lo largo de un renglón o co- 
lumna que tenga el mayor número de ceros. 


A veces se puede aplicar el desarrollo por cofactores combinado con operaciones so- 
bre los renglones o columnas, para suministrar un método efectivo con el cual evaluar los 
determinantes. El siguiente ejemplo ilustra esta idea. 
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Ejemplo 29 


Evalúese det (4), en donde 


3,5. -k $ 
A E E 
A Ferca] 5 
Y y h= h 


Solución. Al sumar múltiplos apropiados del segundo renglón a los renglones restantes, se 
obtiene 


0 = l 3 
l 2 =] l 
det(4) = 
i 0 0 3 3 
0 l 8 0 
=1 1 3 | a ias 201 
Desarrollo por cofac- | 
=- 0 3 3 | tores a lo largo de la | 
- primera columna | 
1 Ss 0 
e do in] | Se sumó el 
= = 0 3 3i | primer renglon 
-OO | a la tercera | 
0 9 3 columna. 


i peee 
| | Desarrollo por cofac- 
9 3 | tores a lo largo de la 
| primera columna 


En un desarrollo por cofactores se calcula det (4) al multiplicar los elementos de un 
renglón o columna por sus cofactores y sumar los productos resultantes. Resulta que si se 
multiplican los elementos de cualquier renglón por los factores correspondientes de un 
renglón diferente, la sama de estos productos siempre es cero. (También se cumple este re- 
sultado para las columnas). Aun cuando se omite la demostración general, en el ejemplo 
que sigue se ilustra la idea de la demostración en un caso especial. 

Ejemplo 30 


Sea 


dii di? diz 


dz; d32 a33 


Considérese la cantidad 


411€ + 412032 + 013633 
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que se forma al multiplicar los elementos del primer renglón por los cofactores de los ele- 
mentos correspondientes del tercer renglón y sumar los productos resultantes. Ahora se 
demuestra que esta cantidad és igual a cero por medio del siguiente artificio. Constrú ya- 
se una nueva matriz A’ reemplazando el tercer renglón de A con otra copia del primer ren- 
glón. Así entonces, 


aii i2 43 
A' = |d; zz az 
411 di2 413 


Sean C'31, C'32 y C'as los cofactores de los elementos que están en el tercer renglón de A’. 
Dado que los dos primeros renglones de A y A' son los mismos, y ya que el cálculo de 


Cs, C32» Cass C'als C'32 y C'a sólo comprende elementos de los dos primeros renglones 
de A y A' se deduce que 


C31 = Cn C32 = Cha C33 = C33 
Puesto que A” tiene dos renglones idénticos, 
det(A’) = 0 (2.5) 


Por otra parte, la evaluación de det (4^) mediante el desarrollo por cofactores a lo largo 
del tercer renglón da 


det(A’) = 4,/€3, + 412€32 + 41333 
=411€31 + 412€32 + 41333 (2.6) 


Por lo expresado en (2.5) y (2.6) se obtiene 
411€31 + 412€3, + 4133, = 0 


Definición. Si A es una matriz cualquiera de n X n y Cy es el cofactor de a;;, entonces la 
matriz 


Fe; dd EA 
Ca; Caz nn Ca 
Cn Cr Em Gil 


se conoce como matriz de cofactores tomados de A. La transpuesta de esta matriz se de 
nomina adjunta de A y se denota por adj (A). 


Ejemplo 31 


Sea 


a-f 


ln — wn 
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Los cofactores de 4 son 


13 6 —16 
4 pa 16 
12 —10 16 


y la adjunta de A es 


12 4 12 
adit4)=| 6 2 —10 
-16 16 16 
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Ahora se cuenta con los elementos para establecer una fórmula para la inversa de una 


matriz inversible. 


Teorema 8. Si A es una matriz inversible, entonces 


añ == A) sa (A) 


Demostración. Se demostrará primero que 
A adj(4) = det(A) 


Considérese el producto 


dii Aiz ° yn] 

d2) A22 ° am| |C Ca Cj 
A adj(A) E ai a ... An A A $ A E y 

: : : Cin Con q” Cin 

An an2 "2 Am 


El elemento del ¡—ésimo renglón y j—ésima columna de 4 adj (4) es 
aC + aija +00 + 059€ ja 


(véanse las líneas sombreadas arriba). 


(2.7) 
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Si ¡ = j, entonces (2.7) es el desarrollo por cofactores de det (4) a lo largo del i—ési- 
mo renglón de A (teorema 7). Por otra parte, sii Æj, entonces los a y los cofactores pro-. 
vienen de renglones diferentes de A, por tanto el valor de (2.7) es cero. Por tanto, 


deal AA+, O 
aña] Y OA an (2.8) 
0 0 ... det(4) 


Supuesto que A es inversible, det (4) + 0. Por consiguiente, es posible volver a escribir la 
ecuación (2.8) como 


1 : 
det(A) [A adj(4)] = 1 


o bien, 


1 
a t(A) cg 0|=: 


Al multiplicar por la izquierda los dos miembros por 4* da 


A` = Pr rgia 1 (2.9) 


Ejemplo 32 
Usese (2.9) a fin de encontrar la inversa de la matriz 4 del ejemplo 31. 


Solución. El lector puede comprobar que det (4) = 64. Por tanto, 


12 4 12 
Te djia) = | 6 2 -10 
det(A 64 
pei —16 16 16 
12 4 12 
64 64 64 
k L£ 2116 
a 64 54 64 
—16 16 16 
64 64 64 


5 


Se observa que para matrices mayores que las de 3 X 3, el método de inversión de 
matrices que se da en este ejemplo es, desde el punto de vista del cálculo, inferior a la téc- 
nica dada en la sección 1.6, Por otro lado, el método de inversión de la sección 1.6 sólo 
es un procedimiento de cálculo, o algoritmo, para calcular A? y no resulta muy útil pa- 
ra estudiar las propiedades de la inversa. A menudo es posible utilizar la fórmula (2.9) a 
fin de obtener propiedades de la inversa, sin calcularla realmente (ejercicio 20). 
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Asimismo, con frecuencia resulta útil tener una fórmula para la solución de un sis- 
tema de ecuaciones que se pueda utilizar para estudiar las propiedades de la solución, sin 
resolver el sistema. El teorema que sigue establece esa fórmula pafa los sistémas de n ecua- 
ciones en n incógnitas. La fórmula se conoce como regla de Cramer. 


Teorema 9. (Regla de Cramer). Si AX =B es un sistema de n ecuaciones lineales en n in- 
cógnitas tal que det (A) 4 0, entonces el sistema tiene una solución única. Esta solución es 


dii det(A,) _ det(A3) _ det(A,) 
! dea)” a det(A)” iian det(A) 


en donde A j €s la matriz que se obtiene al reemplazar los elementos de la ¡—ésima colum- 
na de A por los elementos de lá matriz 


Demostración. Si det (4) # 0, entonces A es iriversible y, por el teorema 11 de la sección 
1.7 X =A” B es la solución única de AX = B. Por consiguiente, por el teorema 8 se tiene 


Cu Ca “o Cm b, 

1 , E C Pr h b 

X =A"'B=—— adjl4)B = EA A NA 
A lar TE 

Cin Con a Cin bn 


Al multiplicar las matrices da 


biCii + bCa +: +b,Co 
But al biCia + b2C22 +0: +b,Cr2 


~ det(A) |: 
biCin + b2Con des BC mn 


Por tanto, el elemento del ¡-—ésimo renglón de X es' 


y, = Cu + Cad Cn 


| d (2.10) 
i det(A) 
Ahora, sea 
dy diz 5 djei Pi agar t Uin 
giei dar daa “00 d2j-i b; Maja 00 dan 


nl n2 AN TS an 1 b, Unj +1 E Um 
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Dado que Aj difiere de A únicamente en la ¡—ésima columna, los cofactores de los elemen- 
fos bi, bz, `., bn de Aj son iguales a los cofactores de los elementos correspondientes 
que están en la ¡-ésima columna de A. Como consecuencia, el desarrollo por cofacto- 
res de det (4;) a lo largo de la ¡—ésima columna es 


det(A ) = b,Cy; T b2C); A e BC ri; 


Al sustituir este resultado en (2.10) se obtiene 


_ det(A) 


y 


sa) > 


Ejemplo 33 
Aplíquese la regla de Cramer para resolver 


xı + + 2x3 = 6 


— 3x, + 4x2 + 6x3 = 30 
=x; — 2x, + 3x; = 8 
Solución. 
1 0 2 6 0 2 
A=|-3 4 6 A,= 130 4 6 
=] :-2 3 8 72 3 
l 6 2 l 0 6 
A2=|-3 30 6 A; =| =3 4 30 
-1 8 3 -1 -2 8 
Por tanto, 
_det(4,) —40 —10  det(43) 72 18 


dea) 44 11 T deaa 440 11 


_det(43) 152 38 


37 dea) 44 11 


Para resolver un sistema de n ecuaciones en n incógnitas por la regla de Cramer, se 
necesita evaluar n + 1 determinantes de matrices de n X n. Desde el punto de vista del 
cálculo, para siste mas con más de tres ecuaciones, la eliminación gaussiana resulta superior, 
puesto que sólo se ha de reducir una matriz aumentada de n X n + 1. Sin embargo, la re- 
gla de Cramer da una fórmula para la solución. 


DESARROLLO POR COFACTORES; REGLA DE CRAMER 107 


EJERCICIOS 2.4 
1. Sea 
l 6 =3 
A=]|-2 7 l 
3-1 4 


(a) Encuentre todos los menores. 
(b) Halle todos los cofactores. 


2. Sea 
Akh la pe pä 
-1 0 l 
A= 
1 -3 0 3 
6 3 14 2 
Halle 
(a) Mis y Ci3 (b) Ma y C23 (c) Ma y Cz (d) Ma y Ca 


3. Evalúe el determinante de la matriz del ejercicio 1 por medio de un desarrollo 
por cofactores a lo largo de 


(a) el primer renglón (b) la primera columna  (c) el segundo renglón 
(d) la segunda columna (e) el tercer renglón (f) la tercera columna 


4. Para la matriz del ejercicio 1, halle 
(a) adj (4) (b) 4? aplicando el método del ejemplo 32. 


En los ejercicios 5 al 10 evalúe det (4) por medio de un desarrollo por cofactores a lo lar- 
go de cualquier renglón o columna que se elija. 


060 qe prta aei 
5 A=18 6 8 A ET UA 
Me DEES a 
MEN TE 3 
Lá=lh k k e a a 
paa 3 4 k-4 
4 4 0 4 Ñ : x 4 : 
9. A=]. abaka ` 10. A=|0 3 4 3 A 
1 0 -3 | ; 
6 l4 3 6 IL. A E 
pbrigù x gumigilosa 
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11. Sea 
EN 
Srn 2 
2.8509 
3 Mr 


(a) Evalúe A™ aplicando el método del ejemplo 32. 
(b) Evalúe 4” aplicando el método del ejemplo 29 de la sección 1.6. 
(c) ¿Cuál de los dos métodos implica menos cálculos? 


En los ejerciciós 12 al 17 résuelva por medio de la regla de Cramer, cuando sea factible 
aplicarla. À 


12. 3x; — 4x; = —5 13. 4x + 5y =2 
2x1 + x3=4 lix+* y$+2:=3 
x+5y+2:=1 
l4 x+ y-2:=1 15 x 3x + x3=4 
2x— y+ :=2 2x =X = =2 
x—-2y—-4&z= —4 4x; = 3x; = 0 
16. 2x; — x3+ X3— 4X, = —32 17. 2x, — X+ x3=8 
Jx, +2x,+9x3= xa = l4 4x + 3x + x3=7 


— 


3x — Xat Xat Xa 
Xi + x4 4x; = 2x4 = —4 


6x, +2x, +2x;=15 


18. Aplique la regla de Cramer a fin de despejar z, sin despejar x, y y w. 


6 
3x+7y— z+ w=! 
7x + 3y — 5: + 8w = -3 
x+ y+ 2+24=3 


x+ y+ 24 4 


19. Sea AX = B el sistema del ejercicio 18. 


(a) Resuélvalo por medio de la regla de Cramer. 
(b) Résuélvalo por medio de la eliminación de Gauss-Jordan. 
(c) ¿Con cuál de los dos métodos se realizan menos cálculos? 


20. Pruebe que sl det (4) = 1 y todos los elementos de A son enteros, entonces to- 
dos los elementos de 4* son enteros. 


21. Sea AX = B un sistema de n ecuaciones lineales en n incógnitas con coeficien- 
tes enteros y constantes enteras. Pruebe que si det (4) = 1, entonces la solución 


X tiene elementos enteros. 


22. Pruebe que si A es una matriz triangular superior inversible, entonces A” es 
triangular superior. 


23. Deduzca el primero y último desarrollos por cofactores de la lista dada en (2.4). 
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24. Pruebe que la ecuación de la recta que pasa por los puntos distintos (a,, b; ) y 
(az, b2 ) se puede escribir como 


x y D 
a b, 1=0 
da b 1 


25. Pruebe que (x,, y, ), (x2y2) y (x3, X3) son colineales si y sólo si 


26. Pruebe que la ecuación del plano que pasa por los puntos no colineales (a,, by, 
cy), (az, b2, c2 ) y laz, b3, C3 ) se puede escribir: 


EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 


1. Aplique la regla de Cramer para despejar x' y y' en términos de x y y. 


2. Aplique la regla de Cramer para despejar x’ y y’ en términos de x y y. 


x =x cos O — y sen 


y = x send + y' cos 0 


3. Mediante el examen del determinante de la matriz de los coeficientes, demues- 
tre que el sistema que sigue tiene una solución no trivial si y sólo si a =. 


4. Demuestre que si una matriz cuadrada A satisface 
AY+44?-24A+711=0 


entonces A* también satisface la misma relación. 
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5. (a) Para el triángulo que se da abajo, aplique la trigonometría a fin de demos- 
trar que 


b cos y + c cos =a 
c cos a + a cos y =b 
acos P + bcosa=c 


y, a continuación, aplique Ja regla de Cramer para demostrar que 


b? 4 e? — a? 
2bc 


COS g = 


(b) Use la regla de Cramer para obtener fórmulas semejantes para cos f y cos y. 


6. Use determinantes para demostrar que, para todos los valores reales de y, la 
única solución de 


x—=2y=24x 


x= y=}y 
esx=0,y=0. 


7. Pruebe que si 4 es inversible, entonces adj (4) es inversible y 


[adj4] ' 


z2 A=adj(4~' 
TaT 


8. Pruebe que si 4 es una matriz de n X n, entonces 
det[adj(4)] = [det(4)]"7* 


9. (Para los lectores que hayan estudiado cálculo). Demuestre que si f, (x), £2(x), 
gı (x) y gı (x) son funciones diferenciables, y si 


E FAO A) 
glx) gas 
entonces 
dW f PADM ALO 1 
dx GX) gA gx) ga Ax) 


10. (a) En la figura que se da al final, el área del triángulo ABC se puede expresar 
como 


área ABC = área ADEC + área CEFB— área AÐFB 
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Aplique esto y el hecho de que el área de un trapecio es igual a 1/2 de la altura 
multiplicada por la suma de los lados paralelos, para demostrar que 


Xx Jı l 
Xa j2 I 
X3 J l 


área ABC = a 


[Nota. En la deducción de esta fórmula, se nombran los vértices de manera 
que el triángulo se recorra en sentido contrario al movimiento de las mane- 
cillas del reloj, yendo de (x;, y»; )a (x2, y2) y a (x3, »3). Si el recorrido se 
hace en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj, el determi- 
nante que se obtiene conduce al negativo del área.] 


(b) Aplique el resultado obtenido en el inciso (a) para hallar el área del trián- 
gulo con vértices (3, 3), (4, 0), (—2,—1). 


C(x3, y3) 


B(x2, y2) 


[we] nee ps 
ty |-—-— 
y |— —=-—== 


3 
Vectores en los espacios 
bidimensional y tridimensional 


Los lectores que conozcan el contenido de este capítulo pueden pasar al capítulo 4, sin 
pérdida de continuidad. 


3.1 INTRODUCCION A LOS VECTORES (GEOMETRICOS) 


En esta sección se presentan geométricamente los vectores en los espacios bidimensional 
(espacio 2) y tridimensional (espacio 3). Se definen las operaciones aritméticas sobre los 
vectores y se establecen algunas propiedades básicas de estas operaciones. 

Muchas cantidades físicas, como área, longitud y masa, se definen completamente 
una vez que se da un número real que representa la magnitud de la misma. Otras canti- 
dades físicas, denominadas vectores, no quedan determinadas por completo hasta que se 
especifican una magnitud y una dirección.* Fuerza, desplazamiento y velocidad son 
ejemplos de vectores. 

Los vectores se pueden representar geométricamente como segmentos rectilíneos 
dirigidos, o flechas, en los espacios bidimensional y tridimensional; la dirección de la flecha 
especifica la dirección del vector y la longitud de la misma describe su magnitud. La cola 
de la flecha se llama punto inicial del vector y su punta es el punto terminal. Los vectores 
se denotarán por medio de letras minúsculas negritas como a, k, v, w y x. Al analizar los 
vectores, los números se mencionarán como escalares. Todos los escalares que se usen en 
este libro serán números reales y se denotarán por medio de letras minúsculas cursivas 
como 4, k, v, w y.X. 


*En muchos libros en español sobre el tema se señala que un vector queda determinado al dar su mag- 
nitud, dirección y sentido; considerando la palabra dirección sólo con el significado de recta que con- 
tiene al vector: tal práctica, en no pocos casos, conduce a textos confusos. En este libro se traduce la 
palabra direction simplemente por dirección, dándole el significado —como en el texto en inglés, lo 
cual también es correcto en español— tanto de recta que contiene cl vector como de sentido que se 
toma sobre la misma. (N. del T.) 
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B 


(a) (b) 


Figura 3,1 a) El vector AB. b) Vectores equivalentes. 


Si, como en la figura 3.1a, el punto inicial de un vector v es A, y el punto terminal 
es B, se escribe 


v= AB 


Los vectores con la misma longitud y la misma dirección, como los de la figura 3.1b, 
se dice que son equivalentes. puesto que se desea que un vector quede determinado úni- 
camente por su longitud y dirección, los vectores equivalentes se consideran como iguales 
aun cuando puedan estar localizados en posiciones diferentes. Si v y w son equivalen- 
tes se escribe 


V=w 


Definición. Si v y w son dos vectores cualesquiera, entonces la suma v + w es el vector 
que se determina como sigue: Colóquese el vector w de modo que su punto inicial coin- 
cida con el punto terminal de v. El vector v + w se representa por medio de la flecha que 
va del punto inicial de v al terminal de w (figura 3.2a). 

En la figura 3.2b se han construido dos sumas, v + w (flechas azules) y w + v (fle- 
chas blancas); es evidente que 


| v+w=w+v | 
-A 


y que la suma coincide con la diagonal del paralelogramo determinado por v y w, al ubicar 
estos vectores de modo que tengan el mismo punto inicial. 


(a) (h) 
Figura 3.2 


INTRODUCCION A LOS VECTORES (GEOMETRICOS) 115 


Figura 3.3 


El vector de longitud cero se denomina vector cero y se denota por 0. Se define 


o+ v=v+0=v | 
pra JS 
para todo vector v. Como no existe dirección natural para el vector cero, se convendrá 
en que se le puede asignar cualquier dirección que resulte conveniente para el problema 
que se esté considerando. Si v es cualquier vector diferente de cero, es obvio que el único 
vector w que satisface v + w = 0 es el vector que tiene la misma magnitud que v pero cuya 
dirección es la opuesta (figura 3.3). Este vector se conoce como negativo (o inverso adi- 
tivo) de v y se escribe 


Además, se define — 0=0. 
Definición. Si v y w son dos vectores cualesquiera, entonces la sustracción se define por 
v—w=v+(=w) 


Figura 3.44). 

Para obtener la diferencia v — w, sin construir — w, colóquense v y w de modo que 
coincidan sus puntos iniciales; el vector que va del punto terminal de w hacia el punto 
terminal de v es entonces el vector v — w (figura 3.4b) 


Definición. Si v es un vector y k es el número real (escalar), entonces el producto kv se 
define como el vector cuya longitud es |k| multiplicado por la longitud de v y cuya direc- 
ción es la misma que la de v, si k >0, y opuesta a la de v, si k < 0. Se define kv =0 si 
k=00v=0, 


(a) (b) 
Figura 3.4 
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(-3) v 
2v 
v 5 rd 
A . 


Figura 3.5 


En la figura 3,5 se ilustra la relación entre un vector v y el vector W, (— Dv, 2v 
y — 3). 

Nótese que el vector (— 1)v tiene la misma longitud que v pero su dirección es la 
opuesta. Por tanto, (— 1)v es precisamente el negativo de v; es decir, 


| wy —v 


i 


Los problemas relacionados con vectores a menudo se simplifican al introducir un 
sistema de coordenadas rectangulares. Por el momento, el análisis se restringe a vectores 
en el espacio bidimensional (el plano). Sea v cualquier vector en el plano y supóngase, 
como en la figura 3.6, que se ha colocado v de manera que su punto inicial quede en el 
origen de un sistema de coordenadas rectangulares. Las coordenadas (v,, vz) del punto 
terminal de v se llaman componentes de v, y se escribe 


v=(»1, v2) 


Si se colocan vectores equivalentes, v y w, de modo que sus puntos iniciales caigan 
en el origen, entonces es obvio que sus puntos terminales deben coincidir (supuesto que 
los vectores tienen la misma longitud y la misma dirección). Así entonces, los vectores 
tienen las mismas componentes. Es igualmente obvio que vectores con las mismas compo- 
nentes deben tener la misma longitud y la misma dirección y, por consiguiente, son equi- 
valentes. En resumen, dos vectores 


v=(V1,V2) y w=(w,,w>) 


son equivalentes si y sólo si 


fu], v2) 


Figura 3.6 
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Figura 3.7 


Las operaciones de adición vectorial y multiplicación por escalares son muy fáciles 
de llevar a cabo en términos de componentes. Como se ilustra en la figura 3.7, si 


v=(W,,v2) y w=(wi, w2) 


entonces 
v+w=(v; +w, v», +w) 


Si v=(v,, va) y k es un escalar cualquiera, entonces. aplicando un argumento geométrico 
relacionado con triángulos semejantes, se puede demostrar (ejercicio 14) que 


kv=(kv,, kv,) 


(figura 3.8). 
Así, por ejemplo, si v=(1.— 2) y w=(7, 6) entonces 


v+w=(1.-2)+(7.6)=(1 +7), -2+6)=(8, 4) 


4v=4(1.— 2)=(4(1), A- 2)) =(4, — 8) 


Figura 3.8 
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(a) 


Figura 3.9 


Precisamente como los vectores en el plano se pueden describir por parejas de nú- 
meros reales, es posible describir los vectores en el espacio tridimensional por ternas de 
números reales, introduciendo un sistema de coordenadas reactangulares. Para construir 
un sistema de coordenadas de este tipo, se selecciona un punto 0, conocido como origen, 
y se eligen tres rectas mutuamente perpendiculares, llamadas ejes de coordenadas, que 
pasen por el origen. Se denominan estos ejes como x, y y z y se selecciona una dirección 
positiva para cada uno de ellos, así como una unidad de longitud para medir las distancias 
(figura 3.94). Cada par de ejes de coordenadas determinan un plano conocido como plano 
coordenado. Estos planos se mencionan como plano xy, plano xz y plano yz. A cada 
punto P en el espacio tridimensional se le asigna una terna de números (x, y, z), llamados 
coordenadas de P, como sigue: se pasan tres planos por P que sean paralelos a los planos 
coordenados, y se denotan los puntos de intersección de estos planos con los tres ejes 
coordenados por X, Y y Z (figura 3.9b). Las coordenadas de P se definen como las longi- 
tudes con signo 


x=0X y=0Y 2z=0Z 
En la figura 3.10 se han situado los puntos cuyas coordenadas son (4, 5, 6) y (— 3, 2, — 4). 


Los sistemas de coordenadas rectangulares en el espacio tridimensional caen en dos 
categorías, izquierdos y Berechos. Un sistema derecho tiene la propiedad de que un tornillo 


Figura 3.10 
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- Figura 3.11 a) Derecho. b) Izquierdo. 


EA 

común que apunte en ladirección positiva del eje z avanzaría si el eje x positivo se hiciese 
girar 90° hacia el eje Y positivo (figura 3.1 la). El sistema es izquierdo si el tornillo se des- 
plazase hacia atrás (figura 3.115). 

En este libro sólo se utilizan sistemas derechos de coordenadas. 

Si, como en la figura 3.12, un vector v en el espacio tridimensional se ubica de modo 
que su punto inicial quede en el origen de un sistema rectangular de coordenadas, entonces 
las coordenadas del punto terminal se conocen como componentes de v y se escribe 


v=(vi, V2, V3) 

Si v = (vı. Y, V3) y W=(w1, W2, w3) son dos vectores en el espacio tridimensional, 
entonces es posible aplicar argumentos semejantes a los usados para los vectores en un - 
plano, a fin de establecer los resultados que siguen: 

i) vy w son equivalentes si y sólo si v; =W,,V2 = W2 y V3 = W3 
ii) V+FW=(, +w,» FW, V3 + w3) 
ili) kv =(kv;. kv,, kv3), en donde k es un escalar cualquiera 
Ejemplo 1 


Siv=(1,— 3,2) y w=(4, 2, 1), entonces 


v+w=(S,- 1,3), 2v=(2,— 6,4) - w=(- 4,- 2,- 1), 
v—w=v+(-w)=(- 3,-5, 1). 


(01, 02, UN) 


Figura 3.12 
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Figura 3.13 


A veces surgen vectores que no tienen sus puntos iniciales en el origen. Si el vector 
P,P, tiene el punto inicial P, (x,, Y1, z,) y el punto terminal P, (x2, y2, Z2), entonces 


PaPa (x3 Xp Ya — Yi Za 7 21) 


es decir, las componentes de P,P} se obtienen al restar las coordenadas del punto inicial 
de las coordenadas del punto terminal. Se puede ver esto considerando la figura 3.13; 
el vector P,P, ¿Pa es la diferencia de los vectores OP, y ITA , de modo que 


P,P: = OP, — OP, = (x2, Y2, 22) — (X1, Y1, 21) = (a - X1, Y2 — Yi: Z2- 21) 
Ejemplo 2 


Las componentes del vector v = P, P¿ con punto inicial P, (2, — 1, 4) y punto terminal 
P,(7, 5, — 8) son 


v=(7-2,5-(=1),(- 8) =4)=(5, 6,- 12) 


‘De modo análogo, en el espacio bidimensional, el vector con punto inicial P, (x, , y, ) 
y punto terminal Pa (x2, Y2) es Pi Pa =(x2 — X1, Y2 — Y1). 


Ejemplo 3 


Se pueden simplificar las soluciones para muchos problemas, trasladando los ejes de coor- 
denadas a fin de obtener nuevos ejes paralelos a los originales. 

En la figura 3.14a se han trasladado los ejes de coordenadas xy para obtener un sis- 
tema de coordenadas x'y' cuyo origen O” está en el punto (x, y) = (k, 1). Un punto P en 
el espacio bidimensional ahora tiene tanto las coordenadas (x, y) como las coordenadas 
Qe”, y"). Para ver la forma en la que las dos están relacionadas, considérese el vector O'P 
(figura 3.14b). En el sistema xy, su punto inicial está en (k, /) y su punto terminal en 
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y o? 5 Figura 3.14 


é 3 
(x, y); por Pm (x — k, y — 1). En el sistema x' y',su punto inicial está en (0, 0) 


y su punto terminal en (x', y”, ); así entonces, OP = (x', y”). Por tanto, 


Estas expresiones se denominan ecuaciones de traslación. 

Como ilustración, si el nuevo origen está en (k, 1) = (4, 1) y las coordenadas xy 
de un punto P son (2,0), entonces las coordenadas x'y' de Psonx'=2—4=-2yy'=0 
=1=-1. 

En el espacio tridimensional, las ecuaciones de traslación son 


en donde (k, l, m) son las coordenadas xyz del nuevo origen. 


EJERCICIOS 3.1 


1. Dibuje un sistema derecho de coordenadas y ubique los puntos cuyas coorde- 
nadas son: 


a) (2,3,4) b) (-2,3.4) c) (2, 3,4) d) (2,3, —4) 
e) (—2, -3,4) f (-2,3, -4) g) (2, -3,-4) h) (=2, -3, =4) 
i) (0,2,0) j) (0,0, —2) k) (2,0, 2) D (-2,0,0) 


2. Dibuje los vectores siguientes con los puntos iniciales ubicados en el origen: 


a) v, = (2, 5) b)vo= 13,7) Cc) va=1[-5,-4) 
d) y, = (6, — 2) e) y; =(2,0) f) Ya = (0, —8) 
g) y- = (2.3, 4) h) v, = (2.0.2) D vo =1(0,.0, —2) 


3. Halle los componentes del vector que tiene el punto inicial P, y el punto ter- 
minal P,. $ 


Se 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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i13, 5), P,(2, 8) b) P,(7, —2), PX0, 0) 
¿(6, 5, 8), P,(8, — 7, — 3) d) P,(0, 0,0), P(—8,7, 4) 


. Halle un vector con punto inicial P(2, — 1,4) y que tenga la misma dirección que 


v=(7,6.- 3). 


. Halle un vector, con dirección opuesta a la de v = (— 2, 4, — 1), que tenga el pun- 


to terminal Q(2, 0, — 7). 


. Seau=(1,2,3),v=(2,- 3,1) y w=(3, 2,— 1). Halle las componentes de 


a) u—w b) Tv +3w C) —w+yv 
d) Hu — 7v) e) —3v — 8w f) 2y — (u + w) 


. Sean u, v y w los vectores del ejercicio 6. Encuentre las componentes del vector 


x que satisfaga 2u — v +x=7x +w. 


. Sean u, y y w los vectores del ejercicio 6. Halle los escalares c,, c2 y c3 tales que 


c¡u+c,v+c3w=(6, 14, -- 2). 


. Demuestre que no existen los escalares c1, cz y c3 tales que 


cad, 2, -3)+ 245, 7,1) + c3(6,9, — 2) = (4, 5, 0). 
Encuentre todos los escalares c,, €, y c3 tales que 
C1(2,7,8) + cal, —1, 3) + c3(3, 6, 11) = (0, 0, 0). 
Sea P el punto (2, 3, — 2) y Q el punto (7, — 4,1). 


a) Encuentre el punto medio del segmento rectilíneo que une a P con Q. 
b) Encuentre el punto del segmento rectilineo que une a P con Q que esté a las 
3/4 partes de la distancia de P a O. 


Suponga que un sistema de coordenadas xy se traslada para obtener un sistema 
de coordenadas x”y” cuyo origen 0” tiene las coordenadas xy (2, — 3). 


a) Halle las coordenadas x'y' del punto P cuyas coordenadas xy son (7, 5). 
b) Encuentre las coordenadas xy del punto Q cuyas coordenadas x'y’ son (— 3, 6). 
«Y Trace los ejes de coordenadas xy y x'y' y ubique los puntos P y Q. 


Suponga que un sistema de coordenadas xyz se traslada para obtener un sistema de 
coordenadas x'y'z'. Sea y un vector cuyas componentes son v=(»,. v», va) en el 
sistema xyz. Demuestre que y tiene las mismas componentes en el sistema x”p 2”. 


Pruebe geométricamente que si v = (v, vz), entonces kv=(kv;, kv, ). (Restrinja 
la demostración al caso k > 0 que se ilustra en la figura 3.8. La demostración 
completa comprendería muchos casos que dependen del cuadrante en el que cae 
el vector y el signo de k.) 


NORMAS DE UN VECTOR; ARITMETICA VECTORIAL 123 
3.2 NORMAS DE UN VECTOR; ARITMETICA VECTORIAL 


En esta sección se establecen las reglas básicas de la aritmética vectorial. 


Teorema 1. Sí u, v y w son vectores en el espacio bidimensional o tridimensional, y ky l 
son escalares, entonces se cumplen las relaciones siguientes: 


a)u+y=v+u 

b) (U+v)+w=u+(y +w) 
c)u+0=0+u=u 

d)u +(—u)=0 

e) k(lu) = (kl )u 

f) k(u + v) = ku + ky 

g) (k + l)u = ku + lu \ 
h) lu =u ] 
Antes de analizar la demostración, observe que se han desarrollado dos enfoques hacia los 
vectores: geométrico, en el que los vectores se representan por medio de flechas o segmen- 
tos rectilíneos dirigidos, y analítico, en el que se representan por parejas o ternas de nú- 
meros denominados componentes. Como consecuencia, los resultados del teorema 1 se 
pueden establecer geométricamente o analíticamente. Como ilusivación, se probará el 
inciso b) en ambas formas. Las demostraciones restantes se dejan como ejercicios. 


Demostración del inciso b) (analítica). Se dará la demostración para vectores en el es- 
pacio tridimensional. La demostración para el espacio bidimensional es semejante. Si 
u=(u,, uz, U3), Y= (Vi. V2, V3) y W=(w1, w2, w3), entonces 


(u +y) + w = [(u,, uz, 43) + (Vi, 02, 03)] + (wi, W2, wa) 
= (4, + 0,, U2 + V2, U3 + V3) +.(w,, W2, W3) 
= ([u, +0,] + w,, [uz + v2] + w2, [uz +03] + ws) 
= (u; + [o, + wi], uz + [vz + w2], uz + [v3 + w3]) 
= (Uuj, Uz, U3) + (0, + Wi, 07 + W3, 03 + w3) 
u+(v+w il 


Demostración del inciso b) (geométrica). Supóngase que u, v y w se representan por PO 
OR y RS, como se muestra en la figura 3,15. Entonces, 


v+w=0S.y u+(v+w)= 
También, 

u+v=PR y tu + v) + w= PS dE 
Por tanto, 


u+(v+w=(u+v+w $ 
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Uy 


Figura 3.15 


A la longitud de un vector v a menudo se le da cl nombre de norma de v y se le 
denota por lvli. Del teorema de Pitágoras se deduce que la norma de un vector v =(v,, Pz) 
en el espacio bidimensional es 


Mi= va 


(figura 3.164). Sea v = (vi, vz, Va) un vector en el espacio tridimensional. Utilizando la. 
figura 3.16b y con dos aplicaciones del teorema de Pitágoras, se obtiene 


lv]? = (ORF + (RP)? 
=(00Y +(0S) + (RPY 
= +e +e} 


Por tanto, 
ENERETT B.) 


Si Pr (1, Va 21) y P2Q%2, Y2, Z2) son dos puntos en el espacio tridimensional, entonces 
la distancia d entre ellos es la norma del vector P, P3 (figura 3.17). Debido a que 


P,P; = ¡NY Da 21) 


Figura 3.16 
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Pa (x2, y2, 22) 


%P, (21, y1, 21) 


Figura 3.17 


de (3.1) se deduce que 


(2 = x1) + (y2 — yy + C-z 


De modo análogo, si Pi (xı, y1) y P,(x2, Y2) son puntos en el espacio bidimensional, 
entonces la distancia entre ellos está dada por 


de Gx mr 


Ejemplo 4 


La norma del vector v =(— 3,2, 1) es 


MEEI FO FO = 14 
La distancia d entre los puntos P, (2, -- 1, — 5) y P2(4,- 3,1)es . 


d= J4 -2P +1-3+ E F 5 =/44=2/11 


EJERCICIOS 3.2 


1. Calcule la norma de v cuando 


a) v=13,4) b) y=1(-1,7) c) y=(0.—3) 
d)v=(1.1,1) e) v=1-8.7,4) N) v=(9.0.0) 


2. Calcule la distancia entre P, y P3. 


a) P2.3) P,14,6) b) P 12.7). P0, —3) 
c) P 18, 4,2) PA-6, 1,0) d) PAL ID P46, —7.3) 


3. Seau=(1,- 3,2), v=(1,1,0) y w=(2, 2, -- 4). Encuentre 


a) [lu + vl| b) fuli + M] 9 If ull + 2u 
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11. 


12. 


. Demuestre que si v es diferente de cero, entonces 
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: l l 
d) |j3u — Sy + w| e) ii" N y 


. Halle todos los escalares k tales que llkvll = 3, en donde v = (1, 2, 4). 


. Verifique los incisos (b), (e), (f) y (g) del teorema 1, para u = (1, — 3,7),v=(6, 


6,9), w=(-8,1,2)k=-3yl=6. 


l 
ivi v tiene norma 1. 
Y 


. Use el resultado del ejercicio 6 para hallar un vector de norma 1 que tenga la 


misma dirección que v = (1,1, 1). 


. Sea Po = (xo, Yo. Zo) Y p = (x, y, z). Describa el conjunto de todos los puntos 


(x, y, z) para los que lp — po l=1. 


. Pruebe geométricamente que si u y v son vectores en los espacios bidimensional 


y tridimensional, entonces lu + vli < llull + lvl. 


. Pruebe analiticamente los incisos (a), (c) y (e) del teorema 1. 


Pruebe analíticamente los incisos (d), (g) y (h) del teorema 1. 


Pruebe geométricamente el inciso (f) del teorema 1. 


3.3 PRODUCTO ESCALAR (PUNTO); PROYECCIONES 


En esta sección se presenta un tipo de multiplicación de vectores en los espacios bidimen- 
sional y tridimensional. Se establecen las propiedades aritméticas de esta multiplicación y 
se dan algunas aplicaciones. 

Sean u y v dos vectores diferentes de cero en los espacios bidimensional o tridimen- 
sional y supóngase que se han situado estos vectores de modo que sus puntos iniciales 


coincidan. Se dirá que el ángulo entre u y v es el ángulo O determinado por u y v que satis- 
face 0<0 < r (figura 3.18). 


Definición. Si u y v son vectores en los espacios bidimensional o tridimensional y 8 es el 


ángulo entre u y v, entonces el producto escalar (punto) o producto euclidiano interior 
u - v se define por 


Figura 3.18 
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Az 
| (0, 2, 2) 


e 


Figura 3.19 


rayc llul] [[v]] cos 0, siux0 y v*0 
9 0 su=0ó6v=0 


Ejemplo 5 


Como se muestra en la figura 3.19, el ángulo entre los vectores u = (0, 0, 1) y v=(0, 2, 
2) es de 45”. Por tanto, 


u + v = [Jul] [Jv]] cos 0 =(/07 + 07 + 12/07 + 27 + al A) =2 
V 
Sean u = (u,, u2, U3) y Y =(V,, V2, v3) dos vectores diferentes de cero. Si, como en la fi- 
gura 3.20, 6 es el ángulo entre u y v, entonces la ley de los cosenos da 
IIPOJ? = full? + [Iv? — 2u] |[v]| cos 0 (3.2) 
— 
Puesto que PO =v — u, se puede volver a escribir (3.2) como 


llull []vll cos 0 = (full? + [Iv]? — Ily 0115 
o bicn, 


u+ v =3(lull? + Iv]? — [lv — ul?) 


P (u1, uz, uz) 


Q (vi, v2, v3) 


y 
A a i 


Figura 3.20 


128 VECTORES EN LOS ESPACIOS BIDIMENSIONAL, TRIDIMENSIONAL 
Al hacer la sustitución, 


[Jul]? = u? + už + TE Ivi = vi + vi + vi 


|v = ujj? = (0, — 41)? + (0, = us)? + (03 — uz)? 


después de simplificar, se obtiene: 


Ut V= UV, + 4707 + UzDa (3.3) 


Si u =(u,, u2) y v = (vı, v2) son dos vectores en el espacio bidimensional, entonces la 
fórmula que corresponde a (3.3) es 


u* Y =UV, + HUW 


Ejemplo 6 
Considérense los vectores 
u= (2, —1, 1) y y = (1, 1,2) 
Hállese u > v y determínese el ángulo 9 entre u y v. 
Solución. 
UV S= 4/0, + 430) + uzp = (2101) + (— 0) + (0) = 3 


También llull = ivl =/6, de modo que 
cos l) = IA 3 r m. 

lall ¿66 2 

Por tanto, 6 = 60°. 

Ejemplo 7 


Hállese el ángulo entre una de las diagonales de un cubo y una de sus aristas. 


Solución. Sea k la longitud de una de las aristas e introdúzcase un sistema de coordenadas 
como se muestra en la figura 3.21. 
Si se hace u, = (k, 0, 0), uz = (0, k, 0) y u, = (0, 0, k), entonces el vector 


d=(k. k kh) =u, +u, +u; 
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Figura 3.21 


es una diagonal del cubo. El ángulo 9 entre d y la arista u, satisface 


ud k? 1 
IE 


Por tanto, 


En el teorema que sigue se muestra cómo puede usarse el producto escalar para 
obtener información acerca del ángulo entre dos vectores; también se establece una im- 
portante relación entre la norma y el producto escalar. 


Teorema 2, Sean u y v vectores en el espacio bidimensional o en el tridimensional. 


a) v- v=lviP;es decir, llvll=(v + yA y 
b) Siu y y son vectores diferentes de cero y 8 es el ángulo entre ellos, entonces fi N 


0 es agudo si y sólo si u-v>0 
8 es obtuso siy sólo si u'y<0 


ph si y sólo si u*v=0 


Demostración. 


a) Supuesto que el ángulo 9 entre v y v es O, se tiene 
y + y = [ivl] []v[| cos 0 = [|v]]? cos O = [ivl]? 


b) Dado que llull > 0, vil > 0 y u » v= lul lvllcos6, u + v tiene el mismo signo que 
cos 0. Supuesto que O satisface O < 0 < 7, €l ángulo 0 es agudo si y sólo si cos 9 > 0, 
0 es obtuso si y sólo si cos 0 <0 y 0 =1/2 si y sólo sicos8 =0. | 
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Ejemplo 8 
Siu=(1,-2,3), v=(- 3,4, 2) y w=(3, 6, 3), entonces 


u: y = (1)(-3) + (-2)(4) + (8)() = -5 
yw = (36) + (4)(6) + (2)6) = 21 
u + w = (1)(3) + (-2)(6) + (3)6) = 0 


Por tanto, u y v forman un ángulo obtuso, v y w forman un ángulo agudo y u y w son 
perpendiculares. 

En el teorema que se da a continuación se listan las propiedades aritméticas princi- 
pales del producto escalar. 


Teorema 3. Si u, v y w son vectores en el espacio bidimensional o en el tridimensional y 
k es un escalar, entonces 


c) k(u + v) = (ku) +: v = u + (kv) 
d) v:v>0sivHx0 y v:v=0siv=0 


Demostración. Se probará (c) para vectores en el espacio tridimensional y se dejarán las de- . 
mostraciones que restan como ejercicios. Sean u = (u1, U2, 43) y Y =(v,, V2, V3); entonces 


k(u - v) = k(u,v, + u20, + uzuz) 
= (ku,)o, + (kuz)oz + (kuz)uz 
= (ku) * v 
De modo análogo, k(u : v) =u. (kv) B 


Con base en el inciso b) del teorema 2, se definen dos vectores u y v como ortogo- 
nales (escrito u | v) si u + v = 0. Si se conviene en que el vector cero forma un ángulo de 
1/2 con todo vector, entonces dos vectores son ortogonales si y sólo si son geométrica- 
mente perpendiculares. 

El producto escalar es útil en problemas en los que se tiene interés en “descomponer” 
un vector en una suma de vectores perpendiculares. Si u y v son vectores diferentes de 
cero en el espacio bidimensional o en el tridimensional, entonces siempre es posible es- 
cribir u como 


U=W, +w 


en donde w; es un múltiplo escalar de y y wa es perpendicular a v (figura 3.22). El vector 
w, recibe el nombre de proyección ortogonal de u sobre v y el w, es la componente de u 
ortogonal a y. 
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Figura 3.22 


Los vectores w, y w, se pueden obtener como sigue. Debido a que w; es un múl- 
tiplo escalar de v, se puede escribir en la forma w, = kv. Por tanto, 


=w, + Wa, = kv +w, (3.4) 


Al tomar el producto escalar de dos miembros de (3.4) con v y aplicar los teoremas 2 y 3, 
se obtiene EER 


u +v = (kv + w2) + y = k||v||? + w, : v 


Supuesto que w, es el perpendicular a v, se tiene w, * v=0, de modo que por esta ẹcua- 
ción se llega a 


poe 


IMIS 


y como w; = kv, se obtiene 


Ejemplo 9 
Considérense los vectores 
u=(2,- 1,3) y y =(4,-1,2) 


Ya que 
u“ v = (24) + DE 1D + 3X2) = 15 


[Iv]? = 4 + (-1? +2? =21 
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la proyección ortogonal de u sobre y es 


La componente de u ortogonal a ves 


20 =5 10 —6 -2 11 
mom =0- 9-7) 37)=(5533) 


Como comprobación, es posible que el lector desee verificar que w, perpendicular a v, 
mostrando que wz + v=0. 


EJERCICIOS 3.3 
a1. Halle u + v para 


a) u= (1, 2) v = (6, —8) b) u =(—7, —3), v = (0, 1) 
c) u= (1, —3,7), v = (8, -2,-2) d) u=(-3,1, 2), v= (4,2, —5) . 


2. En cada parte del ejercicio 1, halle el coseno del ángulo 0 entre u y v. 


3. Determine si u y v forman un ángulo agudo, forman un ángulo obtuso o son 
ortogonales. 


a) u= (7,3, 5), v = (—8,4,2)  b)u=(6, 1, 3) v =(4, 0, —6) 
c) u=(1,1,1)v=(-1,0,0) d) u=(4, 1,6) y =1—3,0, 2) 


.. 4. Halle la proyección ortogonal de u sobre y si: 


a) u=(2,1), Y =(-—3,2) b) u = (2, 6), y = (-9, 3) 
c) u=(-7,1, 3), v =(5, 0, 1) d) u = (0, 0, 1), v =(8, 3, 4) 


5. En cada uno de los incisos del ejercicio 4, halle la componente de u ortogonal a v. 
6. Verifique el teorema 3 para u = (6, — 1,2),v=(2,7,4)yk=-S5. 
7. Encuentre dos vectores de norma 1 que sean ortogonales a (3, — 2). 
¿ 8. Seanu=(1,2), v=(4, -— 2) y w=(6, 0). Halle: 
du a lama O le) all wee 


9. Dé una explicación de por qué cada una de las expresiones siguientes no tienen 
significado. 


AAD nro 
a) u’ (v: w) b) (uv) + w c) ju `v] d) k-(u+ v) 


10. Use vectores para hallar los cosenos de los ángulos interiores del triángulo con 
(JA vértices en (-1, 0), (- 2, 1) y (1, 4). 
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11. Establezca la identidad 
la = vi? — qu — 117 =2 Ju? + 211 
12. Establezca la identidad 
Uy = ju 117 — du 14? 
13. Halle el ángulo entre una de las diagonales de un cubo y una de sus caras, 
14. Los cosenos de dirección de un vector v en el espacio tridimensional son los nú- 
meros cos &, cos É y cos y, en donde a, B y y son los ángulos entre v y los ejes 
x, y y z positivos. Demuestre que si v= (a, b, c), entonces cosa=ap/a +b? Fc. 


Halle cos $ y cos y. 


15. Demuestre que si v es ortogonal a w; y w,. entonces y es ortogonal a k; W; 
+ kW para todos los escalares k; y kz. 


16. Sean u y y vectores diferentes de cero en el espacio bidimensional o en el tridi- 
mensional. Si k = llull y 7 = lvi, demuestre que el vector 


l 
w= BET thy + lu) 


biseca el ángulo entre u y v. 


3.4 PRODUCTO VECTORIAL (CRUZ) 

En muchas aplicaciones de los vectores a problemas de la geometría, física e ingeniería, 
se tiene interés en construir un vector en el espacio tridimensional que sea perpendicular 
a dos vectores dados. En esta sección se presenta un tipo de multiplicación vectorial que 


facilita esta construcción. 


Definición. Si u=(u,, uz, 43) y v=(%1, V2, V3) son vectores en el espacio tridimensional, 
entonces el producto vectorial (cruz) u X v es el vector definido por 


uxv= (Hath — Haor UE — Es, AE — ut) 


2) (3.5) 


OBSERVACION. Existe un patrón en la fórmula (3.5) que es útil tener presente. Si se forma 
la matriz de 2 X 3 


o. con la notación de determinantes. 
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en donde los elementos del primer renglón son las componentes del primer factor u, y los 
del segundo renglón son las componentes del segundo factor v, entonces el determinante de 
la primera componente de u X v se obtiene al eliminar la primera columna de la matriz, el 
determinante de la segunda componente al eliminar la segunda columna de la matriz, y 
el determinante de la tercera componente al eliminar la tercera columna de la matriz. 
Ejemplo 10 

Halle u X v, en donde u=(1, 2, — 2) y v=(3,0, 1). 


Solución. 


e d aiae Il == 
li NO PR a 


= (2, - 7, —6) 


ba) 


En tanto que el producto escalar (punto) de dos vectores es un escalar, el producto 
vectorial (cruz) es otro vector. El teorema que sigue da una relación importante entre el 
producto escalar y el vectorial y también indica que u X v es ortogonal tanto a u como a v. 


Teorema 4. Si u y v son vectores en el espacio tridimensional, entonces, 


a) u-(uxv=0 (u x y es ortogonal a u) 
b) y«(uxv)=0 (u x v es ortogonal a v) 
c) lu x v||? = [Jul]? lv]? — (u : v}? (Identidad de Lagrange) 


Demostración. Sean u = (u1, u2, uz) Y Y = (V1, Va, Y3) 

a) u: (u x v) = (u,, u2, uz) * (U203 m U3V2, U3V1 — 4/03, 4/0) — Uz01) 
= 4,(Uu,03 — U3U2) + uz(Uz0, — 4,03) + uz (UU, — uzv) 
=0 


b) Semejante a (a) 
c) Puesto que 


[fu x vi]? = (4,03 — 4307)” + (UaV, — u103)? + (u,v, — 4701)? (3.6) 


llull? [lvl]? — (u + v)? 


= (u + uz? + uo? + US + v3?) E (ud; + u2U2 + u30)? (3.7) 


Se puede establecer la identidad de Lagrange al “efectuar las multiplicaciones” de los se- 
gundos miembros de (3.6) y (3.7) y verificar su igualdad. 
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Ejemplo 11 
Considérense los vectores 
u = (1, 2, — 2) and v= (3,0, 1) 
En el ejemplo 10 se demostró que 
u x v= (2, —7, -6) 
Debido a que 


u: (u x y) = (1)2) + 2X- +(-2-6) =0 


y + (u x v) = (3)(2) + (0-7) + 1X- 6) = 0 


u X v es ortogonal tanto a u como a v, como lo garantiza el teorema 4. 
Las propiedades aritméticas principales del producto vectorial se listan en el teorema 
siguiente: 


Teorema 5, Si u, v y w son vectores cualesquiera en el espacio tridimensional y k es un es- 
calar cualquiera, entonces: 


a)u x v= —(v x u) 

b) u x (v + w) = (u x v) + (u x w) 
c) (u + y) x w=(u x w)+(v x w) 
d) k(u x v) = (ku) x v = u x (kv) 
ejux0=0xu=0 
fuxu=0 


Las demostraciones se deducen inmediatamente de la fórmula 3.5 y de las propiedades de los 
determinantes; por ejemplo, (a) se puede probar como sigue: 


Demostración. (a) Al intercambiar u y v en (3.5) se intercambian los renglones de los tres 
determinantes del segundo miembro de (3.5) y, en consecuencia, se cambia el signo de 
cada componente del producto vectorial. Por tanto, u X v=—(vXu). |] 


Las demostraciones de los incisos restarrtes se dejan como ejercicios. 
Ejemplo 12 
Considérense los vectores 

i = (1, 0, 0) j=(0, 1,0) k = (0, 0, 1) 


Cada uno de estos vectores tienen longitud 1 y están a lo largo de los ejes de coordenadas 
(figura 3.23); éstos se conocen como vectores unitarios estándar del espacio tridimensional. 
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Figura 3.23 


Todo vector v = (v,, v2, V3) en el espacio tridimensional se puede expresar en términos de 
i,j y k, ya que se puede escribir 


y = (Vi, 07, 03) = 0,(1, 0, 0) + v2(0, 1, 0) + vx(0, 0, 1) = vii + vz} + vk 
Por ejemplo, 


(2, — 3, 4) = 2i — 3j + 4k 
De (3.5) se obtiene 


O A N so 
cr de JE oa 


El lector no debe tener problemas en obtener los siguientes resultados. 


ixi=jxj=kxk=0 
ixj=k, jxk=i kxi=j 
jxi=-—k, kxj=-—i ixk= -j 


El diagrama que sigue es útil para recordar estos resultados. 


x 
o. 


Con referencia a este diagrama, el producto vectorial de dos vectores consecutivos al ir en 
el sentido de las manecillas del reloj es el vector que sigue sobre la circunferencia, y el 
producto vectorial de dos vectores consecutivos al avanzar en sentido contrario a las ma- 
necillas del reloj es el negativo del vector siguiente sobre la circunferencia. 

También conviene hacer notar que se puede representar simbólicamente un producto 
vectorial en la forma de un determinante de 3 X 3, 
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bordo sd | Hs H u u 
uxv=|u, u wl =l Mdiiisdida) Elija lle Hike 
Dz D3 V V3 Vinata 
Vi 0 V3 
Por ejemplo, siu = (1,2, —2) y v= (3,0, 1), entonces 
i j k 
uxv=|l 2 -2=2i- 7j- 6k 
3 0 1 


lo cual concuerda con el resultado que se obtuvo en el ejemplo 10. 


Observación, En general, no es cierto que u X (v X w) = (u X v) X w. Por ejemplo, 


ix(ixp=ix0=0 


ixpxji=kxj=-(xk)= ~i 


de modo que 


xx pde 


Por el teorema 4 se sabe que u X v es ortogonal tanto a u como av., Siu y v son vecto- 
res diferentes de cero, se puede demostrar que es posible determinar la dirección de u X y 
aplicando la “regla de la mano derecha”* siguiente (figura 3.24). Sea 9 el ángulo entre u y v, 
y supóngase que se hace girar u de modo que describa el ángulo 6 hasta que coincida con 


Figura 3.24 


*Recuérdese quey en este texto, se convino en considerar sólo sistemas derechos de coordenadas. Si 
se hubieran utilizado sistemas izquierdos, aquí se aplicaría la “regla de la mano izquierda”. 
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v. Si se curvan los dedos de la mano derecha de modo que apunten en la dirección de rota- 
ción, entonces el pulgar apunta (aproximadamente) en la dirección de u X v. 
Quizás el lector considere instructivo practicar esta regla con los productos. 


ixj=k  ¡xk=i kxi=j 
Si u y v son vectores diferentes de cero en el espacio tridimensional, entonces la 


norma de u X v tiene una interoretación geométrica útil. La identidad de Lagrange, dada 
en el teorema 4, afirma que 


[ju xv]? = [Jul]? [lvl]? — (u + v)? (3.8) 


„Si 0 denota el ángulo entre u y v, entonces u + v = llull llvll cos 0, de modo que se puede 
volver a escribir (3.8) como 


lla x vf? = [Jul iv? — lull? Ill]? cos? 6 
= [ju [Iv]? (1 = cos? 6) 
= (lull? ||v]]? sen? 6 


Por tanto, 


[ju % vil = ful] [|v]] sên 6 (39) 
Pero lvl sen € es la altura del paralelogramo determinado por u y v (figura 3.25). Por 
consiguiente, por lo expresado en (3.9), el área A de este paralelogramo está dada por 
A = (baseJ(altura) = [Ju[] ||v|| sen 8 = [Ju x v]| 


En otras palabras, la norma de u X y es igual al área del paralelogramo determinado. 
por u y v. 


- Ejemplo 13 


Hállese el área del triángulo determinado por los puntos P,(2, 2, 0), Pa(— 1, 0, 2) y 
P3 (0, 4, 3). 


llull 


Figura 3.25 
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Figura 3.26 


Solución. El área A del triángulo es 1/2 del área del paralelogramo determinado por los 
vectores P,P, y P,P, (figura 3.26). g an 

Al aplicar el método analizado en el ejemplo 2 de la sección 3.1, PP =(- 3, —2, 
2) y P,P} =(-2, 2, 3). Se deduce que 


— —_——— 


P,P, x P,P, =(-—10, 5, —10) 


y, como consecuencia, 


Inicialmente, se definió un vector como un segmento rectilíneo dirigido, o flecha, 
en el espacio bidimensional o en el tridimensional; posteriormente, se introdujeron los 
sistemas de coordenadas y las componentes para simplificar los cálculos con vectores. 
Por tanto, un vector tiene una “existencia matemática” sin importar si se haya introducido 
o no un sistema de coordenadas, Además, las componentes de un vector no quedan deter- 
minadas sólo por el propio vector; también dependen del sistema de coordenadas que se 
elija. Por ejemplo, en la figura 3.27 se tiene indicado un vector fijo en-el plano, v, y dos 
sistemas diferentes de coordenadas. En el sistema de coordenadas xy, las componentes de 
v son (1, 1), y en el sistema x'y” son (v2, 0). 

Esto lleva a una pregunta importante acerca de la definición dada de producto vec- 
torial. Puesto que se definió el producto vectorial u X v en términos de las componentes 


Figura 3.27 
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de u y v, y como estas componentes dependen del sistema de coordenadas elegido, parece 
factible que dos vectores fijos w y v podrían tener productos vectoriales diferentes en sis- 
temas diferentes de coordenadas. Por fortuna, éste no es el caso. Para justificar esto, basta 
con recordar que: 


i) uX ves perpendicular tanto a u como a v. 
ii) La orientación de u X v se determina por la regla de la mano derecha, 
üi) lu X wl!= llull lvii sen 6. 


Estas tres propiedades determinan por completo al vector u X v; las propiedades (i) y (ii) 
determinan la dirección, y la (iii) determina la longitud. Dado que estas propiedades 
dependen únicamente de las longitudes y posiciones relativas de u y v, y no del sistema 
derecho de coordenadas que se esté utilizando en particular, el vector u X y permanece 
inalterado si se introduce un sistema derecho diferente de coordenadas. Este hecho se 
describe al afirmar que la definición de u X v es independiente de las coordenadas. Este 
resultado tiene gran importancia para los físicos e ingenieros quienes, con frecuencia, 
trabajan con muchos sistemas de coordenadas en el mismo problema. 


Ejemplo 14 
Considérense dos vectores perpendiculares u y v, cada uno de longitud 1 (como se mues- 
tra en la figura 3.284). Si se introduce un sistema de coordenadas xyz, como se ve en la 
figura 3.28b, entonces 

u=(1,0,0)=i y v=(0,1,0)=j 
de modo que 


uxv=ixj=k=(0,0, 1) 


Por otro lado, si se introduce un sistema de coordenadas x'y'z', como se muestra en la 
figura 3.28c, entonces 


u=(0,0,1)=k y Y =(1,0.0)=1i 


(0.0.1 


YUXv 


(a) (b) 
Figura 3.28 
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de modo que 


uxv=kxi=j=(0, 1,0) 


Pero en las figuras 3.28b y c se ve con claridad que el vector (0, O, 1) del sistema xyz es el 
mismo que el vector (0, 1, 0) del sistema x'y'z'. Por tanto, se obtiene el mismo vector 
u X v, sea que se calcule con coordenadas del sistema xyz o con las coordenadas del sis- 
temax yz”. 


EJERCICIOS 3,4 


~I 


10. 


. Sean u = (2, — 1,3), v =(0,1,7)y w=(1,4, 5). Calcule: 


a)vxw b) ux(v xw) c) (uxvy)xw 
d) (u x v) x (y x w) e) u x (y — 2w) f) (ux v)— 2w 


. En cada inciso, halle un vector ortogonal tanto a u como a Y. 


a)u=(-7,3,1) y = (2, 0, 4) 
bjJu=(—1, —1, —1) y = (2,0, 2) 


. En cada inciso, halle el área del triángulo que tiene los vértices P, Q y R. 


a) P(1, 5, —2) Q(0, 0, 0) R(3, 5, 1) 
b) P(2, 0, —3) Q(1, 4, 5) R(7, 2, 9) 


< Verifique el teorema 4 para los vectores u = (1, — 5,6) y v=(2, 1, 2). 
. Verifique el teorema 5 parau=(2,0,-—1),v=(6,7,4),w=(1,1,1)y k=-—3. 
. ¿Qué es erróneo en la expresión u X y Xw? — r 


. Sean u = (—1, 3,2)y w= (1, 1,— 1). Halle todos los vectores x que satisfagan 


uXx=w. 


. Seanu=(u,, uz, u3), Y= (v1, Y2, Y3) y w= (wy, w2, W3). Demuestre que 


u; u uy 
uU'(Y X WwW)=|t; E2 ta 


wy W Wi 


. Use el resultado del ejercicio 8 para calcular u + (v X w) cuando u = (--1, 4, 7), 


v=(6,-7,3)y w=(4,0,1). 


Sean m y n vectores cuyas componentes en el sistema xyz de la figura 3.28 son 
m=(0,0,1)yn=(0,1,0). 


a) Halle las componentes de m y n en el sistema x'y"z' de la figura 3.28. 

b) Calcule m X n utilizando las componentes en el sistema Xy2. 

c) Calcule m X n utilizando las componentes en el sistema x'y”z'. 

d) Demuestre que los vectores que se obtuvieron en (b) y (c) son los misinos. 
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11. Pruebe las siguientes identidades. 


a) (u+kvxv=ux y 
b) (ux v):z=u-(vx2) 


12. Sean u, v y w vectores diferentes de cero en el espacio tridimensional, tales que 
ningún par de ellos son colíneales. Demuestre que: 


— a) u X (v X w) se encuentra en el plano determinado por v y w (suponiendo que 
los vectores se sitúan de modo que tengan los mismos puntos iniciales). 
b) (u X v) X w se encuentra en el plano determinado por u y v. 


13, Pruebe que.x X (y X z)= (x * z)y — (x * y)z. Sugerencia. Pruebe primero el resul- 
tado en el caso en el que z = i = (1, 0, 0), entonces cuando z =j=(0, 1,0) y,a 
continuación, cuando z = k = (0, 0, 1). Por último, pruebe para un vector arbi- 
trario Z = (z1, Z2, Z3 ), escribiendo z = z1i + z2j + z3k. 


14. Pruebe los incisos (a) y (b) del teorema 5. 
15. Pruebe los incisos (c) y (d) del teorema 5. 


16. Pruebe los incisos (e) y (d) del teorema 5. 


3.5 RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL 


En esta sección se usan los vectores para deducir ecuaciones de rectas y planos en el espacio 
tridimensional. A su vez, se utilizan estas ecuaciones para resolver algunos problemas bá- 
sicos de la geometría. 

En geometría analítica en el plano, se puede especificar una recta al dar su pendiente 
y uno de sus puntos. Análogamente, es posible determinar un plano en el espacio tridi- 
mensional al dar su inclinación y especificar uno de sus puntos. Un método conveniente 
para describir la inclinación es especificar un vector (llamado normal) que sea perpendicu- 
lar al plano. x 

Supóngase que se desea la ecuación del plano que pasa por el punto Po (Xo, Yo, Zo) 
y que tiene como normal al vector n = (a, b, c). Esevidente,enla figura 3.29, que el plano 
consta precisamente de aquellos puntos P (x, y, z) para los cuales el vector PoP es orto- 
gonal a n; es decir, para los que 


n: PaP =0 (3.10) 


dado que P,P = (x — Xo, Y — Yo, Z — Zo), (3.10) se puede volver a escribir como 


alx — xo) + b(y — yo) + e(z — žo) = 0 (3.11) 


A esta expresión se le da el nombre de forma punto-normal de la ecuación de un plano. 
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Figura 3.29 


Ejemplo 15 


Encuéntrese la ecuación del plano que pasa por el punto (3,— 1, 7) y es perpendicular al 
vector n = (4, 2, — 5). 


Solución. Por la expresión (3.11), una forma punto-normal es 
4(x — 3)+ 2(y + 1)- 5(z- 7)=0 


Al realizar las multiplicaciones y agrupar los términos, (3.11) se puede escribir en 
la forma 


ax+by+cz+d=0 (3.12) 


en donde a, b c y d son constantes, y a, b y c no son todas cero. Como ilustración, la ecua- 
ción del ejemplo 15 se puede escribir como 


4x + 2y-52+25=0 


Según lo indica el teorema que sigue, toda ecuación que tiene la forma de (3.12) re- 
presenta un plano en el espacio tridimensional. 


Teorema 6. Si a, b, c y d son constantes, y a, b y c no son todas cero, entonces la gráfica 


de la ecuación 


es un plano que tiene al vector n = (a, b, c) como normal. 


Demostración. Por hipótesis, a, b y c no son todas cero. Supóngase, por el momento, que 
a F0. Entonces la ecuación ax + by + cz +d=0 se puede volver a escribir como a (x + 
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(d/a)) + by + cz =0. Pero esto es una forma punto-normal del plano que pasa por el pun- 
to (—d/a, 0, 0) y que tiene a n = (a, b, c) como una normal. 

Si a =0, entonces b £0, o bien, c 40. Con una modificación directa del argumento 
dado se manejarán estos otros casos. 

La ecuación (3.12) es una ecuación lineal en x, y y z; esta ecuación se conoce como 
forma general de la ecuación de un plano. 

Del mismo modo como las soluciones a un sistema de ecuaciones lineales 


ax+by=k, 
cx + dy =k), 


corresponden a puntos de intersección de las rectas ax + by = k, y cx + dy = kı en el 
plano xp, las soluciones de un sistema 


ax+by+cz=k, 
dx+ey+ f=k, (3.13) 
gx+hy+iz =k, 


corresponden a puntos de intersección de los planos ax + by + cz = kj, dx +ey + fz = 
kı y gx + hy + iz = k3. 

En la figura 3.30 se han ilustrado algunas de las posibilidades geométricas cuando 
(3.13) tiene cero, una o una infinidad de soluciones: 


(a) 


(d) (e) 
Figura 3.30 (a) Ninguna solución (tres planos paralelos). (b) Ninguna solución (dos planos 
paralelos). (c) Ninguna solución (tres planos sin intersección común). (d) Una infinidad 
de soluciones (tres planos coincidentes). (e) Una infinidad de soluciones (tres planos que 
se intersecan en una recta). (/) Una solución (tres planos que se intersecan en un punto). 
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Ejemplo 16 


Encuéntrese la ecuación del plano que pasa por los puntos P, (1, 2, — 1), P,(2, 3, 1) y 
P3(3,— 1,2). 


Solución. Debido a que los tres puntos se encuentran en el plano, sus coordenadas deben 
satisfacer la ecuación general ax + by + ez + d =0 del propio plano. Por tanto, 


a+2b= c+d=0 
2a+3b+ c+d=0 
3a— b+2c+d=0 


Al resolver este sistema da 


a Bi b=-—i1 c= del 
Al hacer t = — 16, por ejemplo, se llega a la ecuación deseada 


IX+y—o-1l6=0 


Se observa que cualquier otra elección de £ da un múltiplo de esta ecuación, de modo que 
cualquier valor de £ 4 0 sería igualmente apropiado. 


Solución alternativa. Supuesto queP,(1,2,-— 1), P2(2, 3, 1) y P3(3, — 1, 2) se encuentran 
en el plano, los vectores P,P, =(1, 1, 2) yP,P3 =(2, — 3, 3) son paralelos al plano. Por 
tanto PiP} X PiP, =(9, 1, — 5) es normal el plano, ya que es perpendicular tanto a P,P, 
como a P,P}. Con base en esto y en el hecho de que P, está en el plano, una forma pun- 
to-normal para la ecuación del plano es 


9Ux—D+(yY-2-Si+1=0 
o bien. 


9x + v=-5z-16=0 


Ahora se muestra cómo obtener ecuaciones para rectas en el espacio tridimensional. 
Supóngase que / es la recta en el espacio tridimensional que pasa por el punto Po(%o, Yo 
Zo) y es paralela al vector diferente de cero v = (a, b, c). Es obvio (figura 3.31) que 1 consta 
precisamente de aquellos puntos P (x, y, z) para los que el vector PoP es paralelo a y, es 
decir, para los cuales existe un escalar £ tal que 


PaP = tv (3.14) 
En términos de componentes, (3.14) se puede escribir 


(x= Xo, Y — Yo, Z — Zo) = (ta, tb, tc) 
e 
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P(x, y, 2) 


Pof xo, yo, zo) 


fa,b,c) 


Figura 3.31 


de lo cual se deduce que 


Estas ecuaciones se denominan ecuaciones paramétricas para l, ya que P(x, y, z) recorre la 
recta l a medida que el parámetro t varía de — o a + œ, 


Ejemplo 17 


La recta que pasa por el punto (1, 2, — 3) y es paralela al vector v=(4, 5, — 7) tiene las 
ecuaciones paramétricas 


x=l+ 4t 
y =2 + 5t endonde—~—%<¢< +% 
z= = 7t 


Ejemplo 18 


a) Hállense las ecuaciones paramétricas para la recta 7 que pasa por los puntos P} (2, 
4,— 1) y P2(5,0, 7). 
b) ¿En dónde se interseca la recta con el plano xy? 


„Solución. a) Ya que el vector PPa =(3, — 4, 8) es paralelo a! y P,¡(2, 4, — 1) está sobre 
l, la recta l está dada por 


2 + 3t 
4 — 4f en donde —oo <t <+% 
— 1 +8 


x 
y 


ta 
ll 


RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL 147 


b) La recta se interseca con el plano xy en el punto en el que z =— 1 +81 =0;es decir, 
cuando £ = 1/8. Al sustituir este valor de £ en las ecuaciones paramétricas para l se 
obtiene como punto de intersección 


0) 


tala 


(aa = (EE 
Ejemplo 19 
Hállense las ecuaciones paramétricas para la recta de intersección de los planos 
Ix+2r-4:-6=0 y x—3r-2-4=0 


Solución. La recta de intersección consta de todos los puntos (x, y, z) que satisfacen las 
dos ecuaciones del sistema , 


I+ 246 


x—3dvr—2:=4 


Al resolver este sistema se llega a 


En algunos problemas, se da una recta 


X= Xg + al 
v=Yo+br endonde =X <t<+x (3.15) 
I= lg + Ct 


y se tiene interés en encontrar los dos planos cuya intersección sea la recta dada. Supuesto 
que existe una infinidad de planos que pasan por la recta, siempre se tiene una infinidad 
de pares de esos planos. Para encontrar dos de esos planos, cuando a, b y c son todas di- 
ferentes de cero, se puede volver a escribir cada ecuación dada en (3.15) en la forma 


E Sd + y Zn Z 
T aij e Ai i 0 
a b c 


Al eliminar el parámetro £ se llega a la conclusión de que la recta consta de todos los pun- 
tos (x, y, Z) que satisfacen las ccuaciones 


X— Xo _Y—JYo_2—2Z0 
a b c 
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conocidas como ecuaciones simétricas para la recta. Por tanto, es posible concebir la recta 
como la intersección de los planos 


Xx — Xo a V— Yo Z¿— Eo 


a |h Y b e 


o como la intersección de 


y así sucesivamente. 
Ejemplo 20 


Hállense dos planos cuya intersección sea la recta 


x=3+21 
y=-—4+7t endonde 7 <t< +7 
z=] +3 


Solución. Debido a que las ecuaciones simétricas para esta recta son 
0 A (3.16) 


es la intersección de los planos 


x-3 y+4 y+4 z=! 


2 7 y 7 3 


o, lo que es equivalente, 
Tx-2y-29=0 y 3y -712+19=0 


Es posible obtener otras soluciones si se eligen pares diferentes de ecuaciones en (3.16). 


EJERCICIOS 3.5 


1. En cada inciso, halle una forma punto-normal de la ecuación del plano que pasa 
por P y tiene a n como una normal. 


) b) P(— 1, —1,2)n=(—1,7, 6) 
) d) P(0, 0, 0); n = (2, 3, 4) 


2. Escriba las ecuaciones de los planos del ejercicio 1 en la forma general. 
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10. 


11. 


T2. 


. Halle una forma punto-normal de: 


a)2?2x—- 3r+7:-10=0 b)y+3z=0 


. En cada inciso, halle una ecuación para el plano que pasa por los puntos dados. 


a)i-2.1.1) (0.2.3)  (1.0.—1) 
DD (21.1) (1.3.2) 


. En cada inciso, halle las ecuaciones paramétricas para la recta que pasa por P y 


es paralela a n. 


a) P2.4.6):n=(1.2.5) b) P(-3.2. —4): n = (5. — 7. — 3} 
c) Pil. l. 5): n = (0.0. 1) d) P(0.0.0:n=(1.1.1) 


. Halle las ecuaciones simétricas para la recta de los incisos (a) y (b) del ejercicio 5. 
. En cada inciso, halle las ecuaciones paramétricas para la recta que pasa por los 
puntos dados. 
a) (6. 1.5). (7.2. —4) b) (0.0.01.(—1. — 1. — 1) 
. En cada inciso, halle las ecuaciones paramétricas para la recta de intersección 
de los planos dados. 
a) => 32 124 2=0 y x+2r-31+5=0 
b} 3x- 5r+2:=0 y 2=0 
. En cada inciso, halle las ecuaciones para los dos planos cuya intersección es la 
recta dada. 
x= +t x=5 
a y=-7+2 -L <I< +X b) y=3 -xL <I< +O 
ES ¿0 i z=6ił 
Halle las ecuaciones para el plano xy, el plano xz y el plano yz. 


Demuestre que la recta 
x=0 
ER -L <I +X 


f; á 


a) está en el plano 6x + 4y -- 4z=0 
b) es paralela al plano 5x — 3y + 3z = 1 y está debajo de él. 
c) es paralela al plano 6x + 2v - 2z = 3 y está arriba de él. 


Halle el punto de intersección de la recta 


y el plano 3x - v + 7z +8=0. 
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13. Halle un plano que pase por el punto (2, — 7, 6) y sea paralelo al plano 


14, Demuestre que la recta 


es paralela al plano 3x + 2y +z-7=0. 


15. Demuestre que las rectas 


x+l=41 x+13= 
r=3= 


Hai 


| | 
o 
< 
u = 
l i 
v = 
io i 
w D — 


se intersecan. Encuentre el punto de intersección. 


16. Halle una ecuación para el plano determinado por las rectas del ejercicio 15. 


4 
Espacios vectoriales 


4.1 ESPACIO EUCLIDIANO » DIMENSIONAL 


La idea de usar parejas de números para localizar puntos en el plano y ternas para localizar 
puntos en el espacio tridimensional se concibió por primera vez con claridad a mediados del 
siglo XVII. A fines del siglo XIX, matemáticos y físicos empezaron a darse cuenta que no 
era necesario quedarse en las ternas, Se reconoció que los conjuntos ordenados de cuatro 
números (4,, &2, 43, 44) se podían considerar como puntos en el espacio “tetradimen- 
sional”, los conjuntos ordenados de cinco números (4,, 4,,... , 4s) como puntos en el 
espacio '*pentadimensional”, etc, Aun cuando la concepción geométrica no se extiende 
más allá del espacio tridimensional, es posible extender muchas ideas conocidas más allá 
de tal espacio, trabajando con propiedades analíticas o numéricas de puntos y vectores, en 
lugar de las propiedades geométricas. En esta sección se precisan más estas ideas. 


Definición. Si z es un entero positivo, entonces una n-ada ordenada es una sucesión de n 
números reales (4,, 42, ... , 4). El conjunto de todas las n-adas ordenadas se conoce como 
espacio n dimensional y se denota por R”. 


Cuando n =2, o bien, 3, es común usar los términos “pareja ordenada” y “terna ordenada”, 
en lugar de 2-ada y 3-ada ordenadas. Cuando 7 = 1, cada n-ada ordenada consta de un nú- 
mero real y, por tanto, R! se puede concebir como el conjunto de los números reales. 
Para este conjunto, es común escribir R en lugar de R!. 

Es posible que el lector haya encontrado, en el estudio del espacio tridimensional, 
que el símbolo (a,, 27. 23) tiene dos interpretaciones geométricas diferentes. Puede inter- 
pretarse como un punto, en cuyo caso a,, 42 y a3 son las coordenadas (figura 4.14) o se 
puede interpretar como un vector, en cuyo caso 41, 4, y a3 son las componentes (figura 
4.10). Por tanto, se concluye que una 1-ada ordenada (44, 4,,... , 4, ) se puede concebir 
como un “punto generalizado” o como un “vector generalizado” -desde el punto de vista 
matemático, la distinción no tiene importancia. Por consiguiente, se tiene libertad de des- 
cribir la S-ada (—2. 4, 0, 1, 6) como un punto en R? o como un vector en R*. Se hará uso 
de ambas descripciones. 
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A A 
(a1, 47, a3) (G1, 42,43) 
l o 
| 
JA s — 
(a) (b) 
Figura 4.1 
Definición. Se dice que dos vectores u = (ty, Uz, ... , Un) y V= i, V2... , Y) en R” 
son iguales si 
== tla =  U h 


La suma u + v se define por 
u+ v= (u, + tipu E Las Up F Uh) 
y si k es cualquier escalar, el múltiplo escalar ku se define por 
ku = (ku,,kuz,..., Kun) 
Las operaciones de adición y multiplicación escalar dadas en esta definición se denominan 


operaciones estándar sobre R”. 
Se define el vector cero en R” como el vector 


0 ={0,0,.-.,0) 


Si u = (u1, U2, ... , Un) es un vector cualquiera en R”, entonces el negativo (o inverso 
aditivo) de u se denota por—u y se define por 


Se define la sustracción de vectores en R” por v —u = v +(—u) o, en términos de 
las componentes, 


v= u= y + (—0) = (01, Vz., Un) + (=U, = Uz, Up) 
= (v; — Uj, U3 — Uz, ..., Un — Un) 
En el teorema que sigue se listan las propiedades aritméticas más importantes de la 


adición y la multiplicación escalar de vectores en R”. Todas las demostraciones son fáciles 
y se dejan como ejercicios. 


Teorema 1. Siu = (u, Uz,... , Unh V= (Vis Ya, -=> Pn) Y W=[(W1, W2,..., Wn) son 
vectores en R” y ky l son escalares, entonces: 
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a) Uu+v=v+u 

b) u+(v+4wW=(u0+v+0w 

23) u+0=0+u=u 

d) u + (—u) =0,es deciru — u = Q 
e) k(lu) = (klya 

f) k(u + v) = ku + kv 

g) (k+ Du = ku + lu 

h) lu=u 


Con este teorema se pueden manipular los vectores en R” sin expresarlos en tér- 
minos de componentes, casi de la misma manera como se manipulan los números reales. 
Por ejemplo, para despejar x en la ecuación vectorial x + u = v, se puede sumar ~u a am- 
bos miembros y proceder como sigue: 


(x + u) + (—u) = v + (—u) 
Xx + (u—u=v-m—u 
x+0=v-u 
x=v-u 
El lector encontrará de utilidad nombrar los incisos del teorema 1 que justifican cada uno 
de los pasos en este cálculo. 
A fin de extender las nociones de distancia, norma y ángulo hacia R”, se principia 


con la generalización siguiente del producto escalar sobre R? y R? (sección 3.3). 


Definición, Si u =(4,, u2, ... , Un) y Y =(%1, Ya, ... , Vn) son vectores cualesquiera en 
R”, entonces el producto euclidiano interior u > y se define por 


latv uo t ua +, 


Obsérvese que cuando n =2, o bien, 3, el producto euclidiano interior es el produc- 
to escalar ordinario (sección 3.3). 


Ejemplo 1 
El producto euclidiano interior de los vectores 

u=(-1,3,5,7) y v= (5, —4, 7,0) 
en KR” es 

uy = (—=1)(5) + (3-4) + (5X7) + (7)(0) = 18 


En el siguiente teorema se listan las cuatro propiedades aritméticas principales del 
producto euclidiano interior. 
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Teorema 2. Si u, v y w son vectores en R” y k es un escalar cualquiera, entonces: 

aj) u:v=v-:u 

b) (u+v i w=u'w+v'w 

c) (ku) « v = k(u : v) 

d 


) vv > 0. Además v:v=0 siy sólosi v=0 


Se probarán los incisos (b) y (d) y se dejan las demás demostraciones como ejercicios. 


Demostración (bj). Sean u = (u, U2, ... , Un) Y= (V1, V2,.--3 Va) Y WE(Wi, W2,..., Wn). 
Entonces 
(u +v) w = (u; + Uj, Ua + Va, ..., Up H Up) (Wi Wap.. oa Wh) 


= (u, + Cwi + (ua + eaw + 0204 (p + E), 
= (uwy + Uawa Hte F Upwa) H (e, + Ewa + 2004 E Wa 


=U"W+V:w 


v: v=v} +v} +... +»2>0, Además, la igualdad se cumple si y sólo siv; =v,=...= 
», = 0; es decir, si y sólo si y =0. 


Ejemplo 2 


El teorema 2 permite efectuar los cálculos con los productos euclidianos interiores casi de 
la misma manera como se efectúan con los productos aritméticos ordinarios. Por ejemplo, 


(3u + 2v) - (4u + v) = (3u) + (4u + v) + (2v) + (4u + yY) 


(3u) - (4u) + (3u) + v + Qv) : (4u) + (2v) + v 


= |2(u:u)+ 3(u - v) + 8(v u) + 2v : y) 


il 


12(u <u) + Ilu: v) + 2(v : v) 


El lector debe determinar cuáles incisos del teorema 2 se aplicaron en cada paso. 


Por analogía con las conocidas fórmulas en R? y R?, se define la norma euclidiana 
(o longitud euclidiana) de un vector u = (u1, Uz2, ..., Un) en R” por 


llul] = (u t? = Vui +u +o ug 
De modo análogo, la distancia euclidiana entre los puntosu = (u;i, 42,...,4,)y Y= (ri, 
Va,..., Va) en R” se define por 


díu, v) = [Ju — v|| = (u; — v)? + (uz — 0)? + >>> + (Un — 07)? 
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Ejemplo 3 
Siu =(1, 3,—2, 7) y v=(0,7,2, 2) entonces 


lal = VOF + 67 + (27 + (1 =/63 = 3/7 


SIE PRA JUE ET TN 


=J 


díu, v) = YU 


Puesto que se trasladaron tantas conocidas ideas del espacio bidimensional y tridi- 
mensional, es común referirse a R”, con las operaciones de adición, multiplicación escalar 
y producto interior que se han definido aquí, como espacio euclidiano n dimensional. 

Se concluye esta sección haciendo notar que muchos autores prefieren usar la nota- 
ción matricial 


ul 
u2 
u=|. 
Un 
en lugar de la notación horizontal u = (u1, u2, ..., un), para denotar los vectores en R”. 


Esto se justifica por el hecho de que las operaciones matriciales 


UN Uy Uy +0 
il a fail LA 
Un Un Un + Un 

UN ku, 

mahak Aital Ce 

Un lo 


producen los mismos resultados que las operaciones vectoriales 


U+Y= (ui Uz, ..., Un) + (01,023... Un) = (Ui + 0,42 FU2,..., Un +0) 
ku = k(u,, t>,...,4,) =(ku,, ku>, . . ., kün) 


La única diferencia es que, en uno de los casos, los resultados se presentan verticalmente, 
mientras que en el otro se presentan en forma horizontal. En diversas ocasiones se usarán 
las dos notaciones. Sin embargo, de aquí en adelante, las matrices de n X 1 se denotan por 
medio de letras negritas minúsculas. Así entonces, un sistema de ecuaciones lineales se es- 
cribirá 

Ax =b 


en lugar de AX = B como antes, 


156 


ESPACIOS VECTORIALES 


EJERCICIOS 4.1 


1. 


10. 


11. 


12, 


Sean u = (2, 0, —1, 3), v=(5, 4, 7, —1) y w=(16, 2, 0, 9). Halle: 


(a) u— y (b) 7v + 3w (tce) —-w+wv 
(d) 3(u — 7v) (e) —3v — 8w (f) 2y — (u + w) 


Sean u, v y w los vectores del ejercicio 1. Encuentre el vector x que satisfaga 
2u—v+tx=7x +v. 


Sean uy = (—1, 3, 2, 0), u, = (2,0, 4, —1), ua = (7, 1, 1, 4), y u4 = (6, 3, 1, 2). 
Encuentre los escalares c1, (7, C3 y Ca tales que c; u; + c2Uz + c3U3 + C4U4 = 


(0, 5, 6, —3). 


Demuestre que no existen los escalares c,, cz y c3 tales que c, (1, 0, —2, 1) + 
c2 (2, 0, 1, 2) + c3(1, —2, 2, 3)=(1, 0, 1, 0). 


Calcule la norma euclidiana de v cuando 


(a) y = (4, —3) (b) y= (1, —1,3) (e) y =(2,0,3,—1) (d) v=(-1.1,1,3,6) 


. Seanu=(3,0, 1,2), v=(—1, 2, 7,3) y w=(2,0, 1, 1). Halle 


(a [Ju + o (b) llull fvl] tc) f= 2al] + 2al] 


1 l 
(d) [[3u Bye wj] (e) w (f) | uly 
IM iliw 


Demuestre que si v es un vector diferente de cero en R”, entonces (1/llv!hv 
tiene norma 1. 


Encuentre todos los escalares k tales que Ilkvil =3, en donde v = (—1, 2, 0, 3). 
Halle el producto euclidiano interior u » v cuando: 


la) u = (-- t. 3). v = (7, 2) (b) u=(3,7, 1) v=(-1.0,2) 
(c) u=(1. —1,2.3) v = (3.3. —6.4) (d) u=(1,3,2.6.— 1) =10.0,2. 4,1) 


(a) Halle dos vectores en R? con norma euclidiana 1, cuyos productos euclidianos 
interiores con (—2, 4) sean cero. 

(b) Demuestre que existen una infinidad de vectores en R? con norma euclidiana 
1, cuyo producto euclidiano interior con (—1, 7, 2) es cero. 


Halle la distancia euclidiana entre u y v cuando: 


la) u=(Q2, — 1). yv = (3. 2) (bu =(1.1—Ihv=(.6,0) 
lc) u= (2,0, 1,3), v =(—1,4. 6.6) (d) un =(6,0.1.3.0Lv=(-1.428.3) 


Establezca la identidad 


[a +v? + Ju = 


Ps alo 


+E 


para los vectores en R^. Interprete este resultado geométricamente en R?. 
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13. Establezca la identidad 
uev = duv = Alla =v 
para los vectores en R”. 


14. Verifique los incisos (b), (e), (f) y (g) del teorema 1, cuando u =(1, 0, —1, 2), 
v=(3,—1,2,4),w=(Q,7,3,0),k=6 y l=—2, 


15. Verifique los incisos (b) y (c) del teorema 2 para los valores de u, v, w y k del 
ejercicio 14 


16. Pruebe desde el inciso (a) hasta el (d) del teorema 1. 


17. Pruebe desde el inciso (e) hasta el (h) del teorema 1. 


18. Pruebe (a) y (c) del teorema 2. 


4.2 ESPACIOS VECTORIALES GENERALES 


En esta sección se generaliza todavía más el concepto de vector. Se enuncia un conjunto 
de axiomas que, si son satisfechos por una clase de objetos, a estos objetos se les da el 
nombre de “vectores”. Los axiomas se eligen por medio de la abstracción de las propieda- 
des más importantes de los vectores en R”; como consecuencia, los vectores en R” automá- 
ticamente satisfacen estos axiomas. Por tanto, este nuevo concepto de vector incluye tanto 
a los que se dieron con anterioridad como a muchas nuevas clases de vectores, 


Definición. Sea V un conjunto arbitrario de objetos sobre los cuales se definen dos opera- 
ciones, la adición y la multiplicación por escalares (números reales). Por adición se entien- 
de una regla para asociar, con cada pareja de objetos u y ven V, un elemento u + v, llamado 
suma de u y v; por multiplicación escalar se entiende una regla para asociar, con cada esca- 
lar k y cada objeto u en V, un elemento ku, llamado múltiplo escalar de u por k. Si los 
axiomas siguientes son satisfechos por todos los objetos u, v, w en V y todos los escala- 
res k y l, entonces V recibe el nombre de espacio vectorial y a los objetos en V se les denomi- 
na vectores: 


(1) Siu y v son objetos en V, entonces u + v está en V. 
(Q) u+v=v+u 
(3) uU+(v + w)=(u + v) +w 
(4) Existe un objeto 0 en Y tal que 0 + u = u +0 = u para todo u en V. 
(5) Para cada u en V, existe un objeto —u en V, conocido como negativo de u, tal que 
u+ (-u)=(u)+u=0. 
(6) Sik es cualquier número real y u es cualquier objeto en V, entonces ku está en V. 
(7) k(u + y) = ku + ky 
(8) (k + Du = ku + lu 
(9) k(lu)= (ki (u) 
(10) lu=u 


El vector 0 del axioma 4 se conoce como vector cero para V. 
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Para algunas aplicaciones es necesario considerar espacios vectoriales en los que los 
escalares son números complejos en lugar de números reales. Tales espacios vectoriales se 
conocen como espacios vectoriales complejos. Sin embargo, en este texto, todos los esca- 
lares que se utilicen serán reales, 

El lector debe tener presente que, en la definición de espacio vectorial, no se especi- 
fica la naturaleza de los vectores ni la de las operaciones, Cualquier clase de objetos que se 
desee puede servir como vectores; todo lo que se requiere es que se satisfagan los axiomas de 
los espacios vectoriales. Los ejemplos que siguen dan cierta idea de la diversidad de espacios 
vectoriales posibles. 


Ejemplo 4 


El conjunto V =R”, con las operaciones estándar de adición y multiplicación escalar defi- 
nidas en la sección anterior, es un espacio vectorial. Los axiomas 1 y 6 se deducen de las de- 
finiciones de las operaciones estándar sobre R”; los axiomas restantes se deducen del 
teorema 1. 


Ejemplo 5 


Sea V cualquier plano que pasa por el origen en R?. A continuación se demuestra que los 
puntos en V forman un espacio vectorial bajo las operaciones estándar de adición y multi- 
plicación escalar para vectores en R?. 

Por lo que se acaba de ver en el ejemplo 4, se sabe que el propio R? es un espacio 
vectorial bajo estas operaciones. Por tanto, los axiomas 2, 3, 7, 8, 9 y 10 se cumplen para 
todos los puntos en R? y, como consecuencia, para todos los puntos en el plano V. Por 
consiguiente, sólo es necesario demostrar que se satisfacen los axiomas 1, 4, 5 y 6. 

Supuesto que el plano V pasa por el origen, tiene una ecuación de la forma 


aux+br+ci=0 (4.1) 


(teorema 6 del capítulo 3). Por tanto, siu=(u,, u2, 43) y v=(V,, V2, Y3) son puntos en 
V, entonces au, + bu, + cuz =0 y av; + bv, + cv, =0. Al sumar estas ecuaciones da 


alu; + ei) + blua + Ca) + c+ 101) =0 
En esta igualdad se afirma que las coordenadas del punto u + v = (u; + vi, Uz + V2, U3 
+ v3) satisfacen (4.1); por tanto, u + v se encuentra en el plano V. Esto prueba que se sa- 
tisface el axioma 1. Al multiplicar toda la expresión au, + bu, + cuz =0 por —1 da 


au) + Mu) + elu = O 


Como consecuencia, —u =(-u,, ua, —u3) está en V. Esto establece el axioma 5. Las ve- 
rificaciones de los axiomas 4 y 6 se dejan como ejercicios. 


Ejemplo 6 


Los puntos de una recta V que pasa por el origen en R° forman un espacio vectorial bajo 
las operaciones estándar de adición y multiplicación escalar para los vectores en R?, 
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El argumento es semejante al que se usó en el ejemplo 5 y se basa en el hecho de que 
puntos de V satisfacen ecuaciones paramétricas de la forma 


v=bht EL ELE Pr 


Ed: 


sección 3.5). Los detalles se dejan como ejercicio, 
Ejemplo 7 


El conjunto V de todas las matrices de m X n con elementos reales, junto con las operacio- 
nes de adición matricial y multiplicación escalar, es un espacio vectorial. La matriz cero de 
m X n esel vector cero 0, y si u es la matriz A de m X n, entonces la matriz — A es el vector 
-u del axioma 5. La mayoría de los axiomas restantes se satisfacen en virtud del teorema 
2 de la sección 1.5. Este espacio vectorial se denota por el símbolo M yy y. 


Ejemplo 8 


Sea V el cuujunto de las funciones con valor real definidas sobre toda la recta real. Si f = 
fœ) y £= g(x) son dos de esas funciones y k es cualquier número real, se define la fun- 
ción suma f + g y el múltiplo escalar Af por 


(+ glo) = f(0) + gylx) 
MI) = f(x) 


En otras palabras, el valor de la función f + g en x se obtiene al sumar los valores de f y g 
en x (figura 4.2a). De manera análoga, el valor de kf en x es k multiplicada por el valor de 
f en x (figura 4.2b). El conjunto V es un espacio vectorial bajo estas operaciones. 

El vector cero en este espacio es la función constante cero, es decir, la función cuya 
gráfica es una recta horizontal que pasa por el origen. La verificación de los axiomas res- 
tantes es un ejercicio. 


Figura 4.2 
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Figura 4.3 


Ejemplo 9 


Sea V el conjunto de todos los puntos (x, y) en R? que se encuentran en el primer cua- 
drante; es decir, tales que x >0 y y >0. El conjunto V no es un espacio vectorial bajo las 
Operaciones estándar sobre R?, puesto que no se satisfacen los axiomas 5 y 6. Para ver este 
hecho, obsérvese que v = (1, 1) está en V, pero (—1)v = -v = (-1, —1) no lo está (figu- 
ra 4.3). 


Ejemplo 10 
Supóngase que V consta de un solo objeto, el cual se denota por 0, y se define por 


0+0=0 
K0=0 


para todos los escalares k. Se comprueba con facilidad que se satisfacen todos los axiomas 


de los espacios vectoriales. A este espacio se le da el nombre de espacio vectorial cero. 
A medida que se avance, se agregan a la lista más ejemplos de espacios vectoriales. 
Se concluye esta sección con un teorema que da una lista útil de propiedades de los vectores. 


Teorema 3. Sea V un espacio vectorial, u un vector en Vy k un escalar; entonces: 


(a) 0u =0 

th) k0=0 

(9 (—l)u = —u 

(d) Siku = Q, entonces k = 0 o bien, u = 0 


Demostración, Se probarán los incisos (a) y (c) y se dejan las demostraciones de los incisos 
restantes como ejercicios. 
(a) Se puede escribir 


Ou + Ou =(0 + Oju (Axioma 8) 
= Vu (Propiedad del número 0) 
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Por el axioma 5, el vector Ou tiene un negativo, —0u. Al sumar este negativo a los dos miem- 
bros de la expresión anterior se obtiene 


[Ou + Ou] + (— 0u) = Ou + (— 0u) 


o bien, 
Qu + [0u + (—0u)] = Ou + (—0u) (Axioma 3) 

O bien, 
0u+-0=0 (Axioma 5) 

o bien, 
0u =0 (Axioma 4) 


(c) Para demostrar que (—1)u =—u, debe demostrarse que u + (—1)u = 0. A fin de ver 
que esto es cierto, obsérvese que 


u + (— 1)u= lu + (—1)u (Axioma 10) 
=(1 +(—1))u (Axioma 8) 
= Ou (Propiedad de los números) 
=0 (inciso a anterior) 


EJERCICIOS 4.2 


En los ejercicios 1 al14 sa da un conjunto de objetos junto con las operaciones de adición y 
multiplicación escalar. Determine cuáles de los conjuntos son espacios vectoriales bajo las 
operaciones dadas. Para aquéllos que no lo son, liste todos los axiomas que no se cumplen. 


1. El conjunto de todas las ternas de números reales (x y, z) con las operaciones 
(x, y, z) +(x’, y, z) =l +x, y + y, 2 +20) y klay, 2) = (kx, y, z). 


2. El conjunto de todas las ternas de números reales (x, y, z) con las operaciones 
(x, y, z) +(x’ y, 2) =x +x, y + y, z +z )y k(x, y, 2) =(0, O, 0). 


3. El conjunto de todas las parejas de números reales (x, y) con las operaciones 
(x, y) +(x’, v) =(x +x', v +y’) y k(x y) =(2kp, 2ky). 


4. El conjunto de todos los números reales x con las operaciones estándar de adi- 
ción y multiplicación. 


5. El conjunto de todas las parejas de números reales de la forma (x, 0) con las 
operaciones estándar sobre R°. 


6. El conjunto de todas las parejas de números reales de la forma (x, y), en donde 
x > 0, con las operaciones estándar sobre R°. 
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10, 


11. 


12, 


13, 


14. 
15. 


16. 


17. 


18. 
19. 


20. 


21. 
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. El conjunto de todas las n-adas de números reales de la forma (x, x, ..., x) con 


las operaciones estándar sobre R” 


. El conjunto de todas las parejas de números reales (x, y) con las operaciones 


(l +x, y) (tx +l, y +y +1)y klx, y)=(kx, ky). 


. El conjunto de todos los números reales positivos x con las operaciones x + x' 


=xx' y kx=xK*, 


El conjunto de todas las matrices de 2 X 2 de la forma 


con la adición matricial y la multiplicación escalar. 
El conjunto de todas las matrices de 2 X 2 de la forma 
a 0 
ti 
con la adición matricial y la multiplicación escalar. 


El conjunto de todas las funciones con valor real / definidas en todo punto sobre 
la recta real y tales que f(1) =0, con las operaciones definidas en el ejemplo 8. 


El conjunto de todas las matrices de 2 X 2 de la forma 


a a+b 
a+b b 
con la adición matricial y la multiplicación escalar. 


El conjunto cuyo único elemento es la luna, Las operaciones son la luna + luna 
= luna y k(luna) = luna, en donde k es un número real. 


Pruebe que una recta que pasa por el origen en R* es un espacio vectorial bajo 
las operaciones estándar sobre R 2 


Complete los detalles faltantes en el ejemplo 5. 


Complete los detalles que faltan en el ejemplo 8. 


Pruebe el inciso (c) del teorema 3. 


Pruebe el inciso (d) del teorema 3. 
Pruebe que un espacio vectorial no puede tener más de un vector cero. 


Pruebe que un vector tiene exactamente un negativo. 
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4.3 SUBESPACIOS 


Si Y es un espacio vectorial, entonces ciertos subconjuntos de V forman por sí mismos 
espacios vectoriales bajo la adición vectorial y multiplicación escalar definida sobre V. En 
esta sección se estudia con todo detalle esos subconjuntos. 


Definición. Un subconjunto W de un espacio vectorial V es un subespacio de V, si Wesa sí 
mismo un espacio vectorial bajo la adición y multiplicación escalar definidas sobre V. 

Por ejemplo, las rectas y planos que pasan por el origen son subespacios de R? (ejem- 
plos 5 y 6). 

En general, se deben verificar los diez axiomas de los espacios vectoriales para de- 
mostrar que un conjunto W, con la adición y la multiplicación escalar, forma un espacio 
vectorial. Sin embargo, si W es parte de un conjunto mayor V del que ya se sabe que es un 
espacio vectorial, entonces no es Necesario verificar ciertos axiomas para W porque se ““here- 
dan” de V. Por ejemplo, no se necesita verificar que u + v = v + u (axioma 2) para W, 
porque esto se cumple para todos los vectores en V y, como consecuencia, para todos los 
vectores en W. Otros axiomas heredados por W de V son: 3,7, 8,9 y 10. Por tanto, para 
demostrar que un conjunto W es un subespacio de un espacio vectorial V, sólo es necesa- 
rio verificar los axiomas 1, 4, 5 y 6. El siguiente teorema hace ver que incluso se puede ha- 
cer caso omiso de los axiomas 4 y 5. 


Teorema 4. Si W es un conjunto de uno o más vectores de un espacio vectorial V, entonces 
W es un subespacio de V si y sólo si se cumplen las condiciones siguientes: 


(a) Si u y v son vectores en W, entonces u + v está en W. 
(b) Si k es un escalar cualquiera y u es cualquier vector en W, entonces ku estå en W. 


[Las condiciones (a) y (b) a menudo se describen diciendo que W es cerrado bajo la 
adición y es cerrado bajo la multiplicación escalar. | 


Demostración. Si W es un espacio de V, entonces se satisfacen todos los axiomas de los 
espacios vectoriales; en particular, se cumplen los axiomas 1 y 6. Pero éstas son precisamen- 
te las condiciones (a) y (b). 

Recíprocamente, supóngase que se cumplen las condiciones (a) y (b). Como estas 
condiciones son los axiomas 1 y 6 de los espacios vectoriales, sólo se necesita demostrar 
que W satisface los ocho axiomas restantes. Los axiomas 2, 3, 7,8, 9 y 10 son satisfechos 
automáticamente por los vectores en W, dado que son satisfechos por todos los vectores 
en V. Por tanto, para completar la demostración, basta con verificar que los axiomas 4 y 5 
son satisfechos por W, 

Sea u cualquier vector en W. Por la condición (b), ku está en W para todo escalar k 
Al hacer k = 0, se deduce que Ou =0 está en W, y al hacer k =—1, se concluye'que (~ 1 ju 
=-uestáenW B 


Todo espacio vectorial V tiene al menos dos subespacios. El propio V es un subespa- 
cio y el conjunto (0 }que sólo consta del vector cero en V es otro subespacio denominado 
subespacio cero. Los ejemplos que siguen suministran ilustraciones menos triviates de sub- 
espacios. 
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Figura 4.4 


Ejemplo 11 


En el ejemplo 5 de la sección 4.2 se demostró que todos los vectores en cualquier plano 
que pase por el origen de R? forman un espacio vectorial; es decir, los planos que pasan 
por el origen son subespacios de R°. También se puede probar este resultado de manera 
geométrica, aplicando el teorema 4. 

Sea W cualquier plano que pasa por el origen y supóngase que u y v son vectores 
cualesquiera en W. Entonces u + v debe estar en W porque es la diagonal del paralelogra- 
mo determinado por u y v (figura 4.4), y ku debe estar en W, para cualquier escalar k, 
porque ku está sobre una recta que contiene a u. Por tanto, W es un subespacio de R? 


OBSERVACION. Puede aplicarse un argumento geométrico, como el de este ejemplo, para 
demostrar que las rectas que pasan por el origen son subespacios de R?. Es posible demos- 
trar (ejercicio 20, sección 4.5) que los únicos subespacios de R? son: {0 ), R?, las rectas 
que pasan por el origen y los planos que pasan por el origen. También, los únicos subes- 
pacios de R? son: {0}, R? y las rectas que pasan por el origen. 


Ejemplo 12 


Demuéstrese que el conjunto W de todas las matrices de 2 X 2 que tienen ceros en la dia- 
gonal principal es un subespacio del espacio vectorial M,, de todas las matrices de 2 X 2. 


gb 0 el i=l me] 
a, 0 bii 0 


dos matrices cualesquiera en W y k un escalar cualquiera. Entonces 


0 ka 0 a) +b 
kA = 12 A+B= 12 12 
Pa 0 l y id E + 


Debido a que kA y A + B tienen ceros en la diagonal principal, están en W. Por consiguien- 
te, W es un subespacio de My. 


Solución. Sean 
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Ejemplo 13 
Sea n un entero positivo y supóngase que W consta de la función cero y de todas las fun- 


ciones polinómicas que tienen un grado < 7; esto es, todas las funciones expresables en la 
forma 


pix) = do + aN +4 aA" (4.2) 
en donde ao, ..., &„ son números reales. El conjunto W es un subespacio del espacio vec- 


torial de todas las funciones con valor real analizadas en el ejemplo 8. Para ver esto, sean 
p y q los polinomios 


pI) = ao HAIN +00 H a,” 
y 
qa) = bo + bix tee ba” 
Entonces, 
(P + QU) = PY + gía) = (00 + bo) + (a, + bix +20 + (a, +b,)x" 
y 


(Rp) = kp(x) = (kao) + (ka) +05 + (ka p” 


tienen la forma dada en (4.2). Por tanto, p + q y kp están en W. El espacio vectorial W de 
este ejemplo se denota por el símbolo P,,. 


Ejemplo 14 


(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) 

Recuérdese, por lo visto en Cálculo, que si f y g son funciones continuas y k es una cons- 
tante, entonces f + g y kf son funciones continuas. Se concluye que el conjunto de todas 
las funciones continuas es un subespacio del espacio vectorial de todas las funciones con 
valor real. Este espacio se denota por C(- =, + oo), Un ejemplo íntimamente relacionado 
es el espacio vectorial de todas las funciones que son continuas sobre un intervalo cerrado 
a Sx <b. Este espacio se denota por Cla, b].- 


Ejemplo 15 
Considérese un sistema de » ecuaciones lineales en n incógnitas 


diN t ajay dp Fb 


NP" 
daiX y aaa A a = bi 


LAS a dna LRTI AmnXn 7 Bm 
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o bien, en notación matricial, Ax = b. Se dice que un vector” 


en R” es un vector solución del sistema si x} = S1, Xz =82,...,Xp = Sy es una solución 
de tal sistema. En este ejemplo se demostrará que el conjunto de vectores solución de un 
sistema homogéneo es un subespacio de R”. 

Sea Ax = 0 un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales en n incógnitas, W el 
conjunto de vectores solución, y s y s' vectores en W. Para demostrar que W es cerrado ba- 
jo la adición y la multiplicación escalar, se debe demostrar que s + s' y ks también son vec- 
tores solución, en donde k es un escalar cualquiera. Supuesto que s y s' son vectores solu- 
ción se tiene, 


As=0 y As =0 
Por tanto, 


Als+s)=4s= 4As=0+0=0 


A(ks) = k(4s) =k0 =0 


En estas ecuaciones se muestra que s + s' y ks satisfacen la ecuación Ax =0. Por tanto, 
s +s' y ks son vectores solución. 
El subespacio W de este ejemplo se denomina espacio solución del sistema Ax =0. 

En muchos problemas se da un espacio vectorial V y es importante hallar el subespa- 
cio “más pequeño” de V que contenga un conjunto especificado de vectores fv; , Ya, ... 
, Y, }. La definición que sigue proporciona la clave para la construcción de tales subespacios. 


Definición. Se dice que un vector w es una combinación lineal de los vectores vi, Y, ,... 
v, si se puede expresar en la forma 


W= kV + kaya t:e + ky, 
en donde kı, k2, . .. , kp son escalares. 
Ejemplo 16 
Considérese los vectores u = (1, 2, -1) y v =(6, 4,2) en R?. Demuéstrese que w = (9, 2, 
7) es una combinación lineal de u y v y que w' = (4,—1,8) no es combinación lineal de 
uyv, 


*En este ejemplo se está usando la notación matricial para los vectores en R”. 
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Solución. Para que w sea una combinación lineal de u y v, deben existir los escalares k, y 
kn tales que w =k, u + kav; es decir, 


(9.2.7) =k;(1.2. —1) + k,(6. 4.2) 
o bien, 
(9,2. 7) = (k; +6k,.2k, + 4k. —k, + 2k,) 


Al igualar las componentes correspondientes se obtiene 


ki +6k,=9 
k, 4k =? 
-k +2k,=7 


Si se resuelve este sistema se llega a k; = —3, k} =2, de modo que 
w= —3u+ 2y 


De manera'máloga, para que w' sea una combinación lineal de u y v, deben existir 
los escalares k, y k, tales que w' = k, u + kz v; es decir, 


(4. — 1.8) = k(l. 2. — 1) + k3(6, 4, 2) 
o bien, 
(4. — 1.8) = (ki + 6k>.2k, + 4k,, —k, + 2k) 


Al igualar las componentes correspondientes da 


ki +6kı= 4 
kdk Ser l 
td Teo E 


Este sistema de ecuaciones es inconsistente (verifíquese), de modo que no existen esos 
escalares. Como consecuencia, w no es una combinación lineal de u y v. 


Definición. Si v,, V2, ... , V son vectores en un espacio vectorial V y si todo vector en V 
es expresable como una combinación lineal de v,, v,,..., Yp, entonces se dice que estos 
vectores generan a V. 


Ejemplo 17 


Los vectores i = (1, 0, 0), j=(0, 1, 0) y k=(0, O, 1) generan a R? porque todo vector (a, 
b, c) en R? se puede escribir como 


(a, b. c) = ai + bj + ck 


la cual es una combinación lineal de i, j y k. 
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Ejemplo 18 


Los polinomios 1, x, x?,..., x” generan al espacio vectorial P,, (véase el ejemplo 13) da-: 
do que cada polinomio p en P,, se puede escribir como 


P= ao +a X +e a,” 
la cual es una combinación lineal de 1, x, x?;... , X”. 
Ejemplo 19 
Determínese si v; =(1, 1, 2), v2 =(1, 0, 1) y va = (2, 1, 3) generan a R?. 


Solución. Se debe determinar si un vector arbitrario b = (b,, bz, b3) en R? se puede ex- 
presar como una combinación lineal 


b = kiv; + kava + K3V3 
de los vectores vı, vaz, Y V3. Si se expresa esta ecuación en términos de componentes da 
(bi, ba, b3) = k(l, 1,2) + ka(1, 0, 1) + k3(2, 1, 3) 
o bien, 
(bi, b2, b3) = (ki +k2+2k3, k¡+Kk3, 2k, +k2 + 3k3) 
o bien, 


k; + ka + 2k; =b; 
k; + kz=b, 
2ki + ka + 3k; = b, 


Por consiguiente, el problema se reduce a determinar si este sistema es o no consisten- 
te para todos los valores de b,, ba y b3. Por los incisos (a) y (d) del teorema 13 de la sec- 
ción 1.7, este sistema será consistente para todos los valores de b,, ba y bx si y sólo si la 
matriz de los coeficientes 


l 
A= 0 
1 


w — N 


1 
| 
2 
es inversible. Pero det(4) = O (verifíquese), de modo que A no es inversible y, como con- 
secuencia, Yı, Y, y Ya no generan a R?. 

En general, un conjunto dado de vectores [v,, v2,..., Yp} en un espacio vectorial Y 
puede generar o no a V. Si lo genera, entonces todo vector en V es expresable como una 


combinación lineal de v,, vz, .. . , Y», y sino lo genera, entonces algunos vectores se pue- 
den expresar mediante tal combinación, mientras que otros no. El siguiente teorema indi- 
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ca que si se agrupan todos los vectores en Y que son expresables como combinaciones 


lineales de vi, V2, ..., Vp, entonces se obtiene un subespacio de V. Este subespacio se de- 

nomina espacio lineal generado por [v,, v2, ..., Vy ), o mássimplemente, espacio generado 

por {Vi, Va, - > Vr). 

Teorema 5. Si vi, V2,... , Vp Son vectores en un espacio vectorial V, entonces: 

(a) El conjunto W de todas las combinaciones lineales de Vy, va ..., V, es un subespa- 
cio de V. 

(b) W es el subespacio más pequeño de V que contiene a v,,Va,... , Vp, en el sentido de 
que cualquier otro subespacio de V que contenga a V;,Vz,... , Vy debe contener a W. 

Demostración. 


(a) Para demostrar que W es un subespacio de V, debe probarse que es cerrado ba- 
jo la adición y la multiplicación escalar. Si u y v son vectores en W, entonces 


U=C¡V E Caa +00 ECN, 
y 
v= kv, + kaa t:e + kwy, 
en donde €,, C2,...,Cr ki, k2,..., k, son escalares. Por tanto, 


u + v= (c; + ky)Y, + (0, + kaa +00 tle, + k,)v, 
y, para cualquier escalar A, 


ku =(kc,)v, + (kc2)v2 +: +1kc,)v, 


Así entonces, u + v y ku son combinaciones lineales de v; , V2, .... ,v, Y, como consecuen- 
cia, están en W. Por consiguiente, W es cerrado bajo la adición y la multiplicación escalar. 

(b) Cada vector v; es una combinación lineal de v; , v2, ... , Vp, puesto que es posi- 
ble escribir, 


vi = 0v, + 0v, +e ivy teo O, 


Por tanto, el subespacio W contiene a cada uno de los vectores Vi, V2, ..-, Vp. Sea W’ 
cualquier otro subespacio que contenga a v,, vz, ..., Y». Dado que W” es cerrado bajo la 
adición y multiplicación escalar, debe contener todas las combinaciones lincales 


CV + Caya + 0 c+ Cv, de A, 
por tanto, W’ contiene a cada vector de W. 


El espacio lineal W generado por un conjunto de vectores S = [ vi, Y2,..., W} 
se denota por 


lin (S$) —obien, lin fw,,v,,..., V} 
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lin (v,, v2) 


b) 


Figura 4.5 


Ejemplo 20 


Si vı y vz son vectores no colineales en R? con puntos iniciales en el origen, entonces 
lin (v,, V2}, el cual consta de todas las combinaciones lineales k; v} + k2v2, es el plano 
determinado por v; y va (figura 4.54). 

De modo análogo, si v es un vector diferente de cero en R? o R?, entonces lin {v }, 
el cual es el conjunto de todos los múltiplos escalares kv, es la recta determinada por v 
(figura 4.55). 


EJERCICIOS 4.3 


l. Aplique el teorema 4 para determinar cuáles de los siguientes son subespacios 
de R?. 


(a) todos los vectores de la forma (a, O, 0); 

(b) todos los vectores de la forma (a, 1, 1); 

(c) todos los vectores de la forma (a, b, c), en donde b =a +t c; 

(d) todos los vectores de la forma (a, b, c), en donde b =a +c +1. 


2. Aplique el teorema 4 para determinar cuáles de los siguientes son subespacios 
de M2. 


(a) todas las matrices de la forma 


a b | 
cod 
en donde a, b, c, y d son enteros 
(b) todas las matrices de la forma 


en donde a +d =0 
(c) todas las matrices 4 de 2 X 2 tales que A = 4' 
(d) todas las matrices 4 de 2 X 2 tales que det(4)=0 
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10. 


Aplique el teorema 4 para determinar cuáles de los siguientes son subespa- 

cios de P3. 

(a) todos los polinomios ay +4a,x +a,x? + a3x? para los que ay =0 

(b) todos los polinomios ao + ax + azx? + a para los que ao +a; +4, 
+ d3 = 0 

(c) todos los polinomios ay + ayx + ax? + ax? para los que do, 41, ad, y 
a3 son enteros 

(d) todos los polinomios de la forma ay + a, x, en donde ay y a, son números 
reales. 

Aplique el teorema 4 para determinar cuáles de los siguientes son subespacios 

del espacio de todas las funciones con valor real, f, definidas sobre toda la recta 

real 

(a) todas las f tales que f(x) < O para toda x; 

(b) todas las f tales que /(G) = 0; 

(c) todas las f tales que f(0) = 2; 

(d) todas las funciones constantes; 

(e) todas las f de la forma k; + k, sen x, en donde k; y k son números reales. 

¿Cuáles de las siguientes son combinaciones lineales de u = (1, —1, 3), y v= 

(2, 4, 0)? 

(a) (3,3,3) (0)(4,2,6) (c)(1,5,6) (d)(0, 0, 0) 


Exprese los siguientes como combinaciones lineales de u=(2, 1, 4), v=(1,—1, 
3) y w=(3, 2, 5). 


(a) 


Exprese los siguientes como combinaciones lineales de p; =2 +x + 4, P2 = 


(5, 9,5) (b) (2,0, 6) (c)(0, 0,0) (d)(2, 2, 3) 


l=x+3xyp=3+2x+5x. 


(a) 


5 +9x + 5x? (b) 2 + 6x? (90  (d)2 +2x +3x? 


¿Cuáles de las siguientes son combinaciones lineales de 


almas AE A PEE E A PA T, 
Hjo g de sano fo o Uy 18 Lg 


En cada inciso determine si los vectores dados generan a R?. 


(aj v, =(1,1, 1), v2 = (2, 2,0), v, = (3,0, 0) 

tb) v; = (2, — 1, 3), v = (4, 1,2), v, =(8, —1,8) 

(e) v, = (3, 1,4), v, = (2. = 3, 5), v, = (5, — 2. 9), vy = (1.4. —1) 
(d) vi =(1,3, 3), Y3 = (1,3,4), v, = (1,4, 3), v = (6,2. 1) 


Determine cuáles de los siguientes están en el espacio generado por 


f = cos? x y g = sen? x 


la) cos 2x (b) 3+ x? (c) l (d} sen x 
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11. Determine si los siguientes polinomios generan a P3 


p =14+2x=x? Pp=3+x? 
=24+2x=2x? 


p=3+4x=x Pa 


12. Sean v; = (2, 1,0, 3), v2 =(3,—1, 5,2) y va =(— 1,0, 2, 1). ¿Cuáles de los si- 
guientes vectores están en lin (v, , vz, v3 P 


(a (2.3. <7,3 (b) (0. 0, 0. 0) (c) (1,1,1,1) (d) (4.6, —13, 4) 


13. Halle una ecuación para el plano generado por los vectores u = (1, 1, —1) y v= 
(2,3, 5) 


14. Halle las ecuaciones paramétricas para la recta generada por el vector u = (2, 
7,1). 


15. Demuestre que los vectores solución de un sistema no homogéneo consistente 
de m ecuaciones lineales en n incógnitas no forman un subespacio de R”. 


16. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Demuestre que los siguientes 
conjuntos de funciones son subespacios del espacio vectorial del ejemplo 8. 
(a) todas las funciones continuas en todo punto; 
(b) todas las funciones diferenciables en todo punto; 
(c) todas las funciones diferenciables en todo punto que satisfacen f' + 2f = 0. 


4.4 INDEPENDENCIA LINEAL 


Por lo estudiado en la sección 4.3, se sabe que un espacio vectorial V es generado por un 
conjunto de vectores S = [v,, vz,..., Y, ), si cada vector en V es una combinación lineal 
de vi, Y2, ... , Y». Los conjuntos generadores resultan útilesen una gran diversidad de pro- 
blemas ya que, a menudo, es posible estudiar un espacio vectorial V estudiando primero 
los vectores en un conjunto generador S y, a continuación, extendiendo los resultados 
hacia el resto de V. Por tanto, conviene mantener el conjunto generador S tan pequeño 
como sea posible. El problema de encontrar los conjuntos generadores más pequeños para 
un espacio vectorial depende de la noción de independencia lineal, la cual se estudia en esta 
sección. 


SiS= [v,,v2,... , Vp jes un conjunto de vectores, entonces la ecuación vectorial 
kivi + kava a ai= = ky, = 0 


tiene al menos una solución, a saber, 


Si esta es la única solución, entonces $ recibe el nombre de conjunto linealmente indepen- 
diente. Si hay otras soluciones entonces se dice que Ses un conjunto linealmente dependien- 
te. 


INDEPENDENCIA LINEAL 173 
Ejemplo 21 


El conjunto de vectores § = (v,, V2, V3 ), en donde v, = (2,81, 0, 3), v2 =(1,2,5,-—]), 


va =(7,— 1, 5, 8) es linealmente dependiente, ya que 3v, + v, — v3 =Q. 
Ejemplo 22 
Los polinomios p, = 1 — x, p2 =5 + 3x—2x? y p =1 +3x— x? forman un conjunto 


linealmente dependiente en P, ya que 3p, — pa +2p3=0. 
Ejemplo 23 


Considérense los vectores i = (1, 0, 0), j =(0, 1,0) yk =(0,0, 1) en R°. En términos de 
componentes, la ecuación vectorial 


k¡1+k2+k3k=0 

se convierte en 
k,(1, 0, 0) + k2(0, 1, 0) + kx(0, 0, 1) = (0, O, 0) 

o, lo que es equivalente, 

(kis k2, k3) = (0, 0, 0) 
Por tanto, kı =0, kz =0, k3 = 0; como consecuencia, el conjunto S = fi, j, k jes linealmen- 
te independiente. Es posible aplicar un argumento semejante para demostrar que los vec- 
tores e, =(1,0,0,..., 0) e3 =(0,1,0,...,0),...,€,=(0,0,0,..., 1) forman un 
conjunto linealmente independiente en R”. 
Ejemplo 24 
Determínese si los vectores 

vı =11, 2, 3) v =(5,6, —1) v = (3, 2, 1) 

forman un conjunto linealmente dependiente o linealmente independiente. 


Solución. En términos de componentes, la ecuación vectorial 


kivi + kVa + k3v3=0 
queda 
k(l, —2, 3) + k2(5, 6, — 1) + k3(3, 2, 1) = (0, 0, 0) 


o, lo que es equivalente 


(ki + Sko + 3k3, —2k, + 6k + 2k3, 3k} — ka + k3) = (0.0.0) 
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Al igualar las componentes correspondientes da 


ki +5k, +3k3=0 
—2k, + 6k, +2k,=0 
3kı— k+ k3=0 


Por tanto, Vi, Y2 y Y3 forman un conjunto linealmente dependiente si este sistema tiene 
una solución no trivial, o bien, un conjunto linealmente independiente si tienen sólo la so- 
lución trivial. Al resolver este sistema se llega a 


Como consecuencia, el sistema tiene soluciones no triviales y vı, vz y V3 forman un con- 
junto linealmente dependiente. De modo alternativo, se pudo haber demostrado la existen- 
cia de soluciones no triviales sin resolver el sistema, demostrando que la matriz de coeficien- 
tes tiene determinante cero y, como consecuencia, no es inversible (verifíquese). 
El término “linealmente dependiente” sugiere que los vectores “dependen” uno del 
otro de alguna manera. Para ver que, en efecto, este es el caso, supóngase que $ = [v,, V2, 
. - , Y, jes un conjunto linealmente dependiente, de modo que la ecuación vectorial 


kivi + kada + oo + kw, =0 


tiene una solución diferente de k, = k2 =- - - =k, =0. Para ser específicos, supóngase 
que k, #0. Al multiplicar ambos miembros por 1/k, y despejar v; , se llega a 


Así entonces, v, se ha expresado como una combinación lineal de los vectores restantes 
Va, -- +, Y. Se deja como ejercicio demostrar que un conjunto con dos o más vectores es 
linealmente dependiente si y sólo si al menos uno de los vectores es una combinación lineal 
de los vectores restantes. 

Los dos ejemplos que siguen dan una interpretación geométrica de la dependencia 
lineal en R? y R?, 


Ejemplo 25 


Dos vectores, Y, y v2, forman un conjunto linealmente dependiente si y sólo si uno de los 
vectores es un múltiplo escalar del otro. Para ver por qué, supóngase que $ = (v,, vz jes 
linealmente dependiente, Supuesto que la ecuación vectorial kv, + kz vz = Q tiene una 
solución diferente de kı =k, =0, esta ecuación puede reescribirse como 


Ka a kA 
yy =”7 Ti Və 0] vv, = TAN IN 
M1 43 


Pero esto afirma que v; es un múltiplo escalar de v,, o bien, que vz es múltiplo escalar de 
vı. La reciprocă se deja como ejercicio. 
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vi 


v2 


# 


(a) (b) (c) 


Figura 4.6 (a) Linealmente dependientes. (b) Linealmente dependientes. (c) Linealmente 
independientes. 


Se deduce que dos vectores en R? o en R? son linealmente dependientes si y sólo si están 
sobre la misma recta que pasa por el origen (figura 4.6). 


Ejemplo 26 


Si v,, va y va son tres vectores en R?, entonces el conjunto S = {v} , vz, vz Jes linealmen- 
te dependiente si y sólo si los tres vectores están en el mismo plano que pasa por el origen, 
cuando los vectores se colocan con los puntos iniciales en el origen (figura 4.7). Para esto, 
recuérdese que v,, Y2 y v3 son linealmente dependientes si y sólo si al menos uno de los vec- 
tores es una combinación lineal de los dos restantes o, lo que es equivalente, si y sólo si al 
menos uno de los vectores está en el espacio generado por los dos restantes. Pero el espacio 
generado por dos vectores cualesquiera en R? es una recta que pasa por el origen, un pla- 
no que pasa por el origen, o bien, el propio origen (ejercicio 17). En todo caso, el espacio 
generado por dos vectores en R? siempre está en un plano que pasa por el origen. 

Se concluye esta sección con un teorema que indica que un conjunto linealmente 
independiente en R” puede contener cuando más n vectores. 


Teorema 6. Sea S= [v,, v2,..., v, Jun conjunto de vectores en R". Sir >n, entonces S 
es linealmente dependiente. 


(a) (b) (c) 
Figura 4.7 (a) Linealmente dependientes. (b) Linealmente dependientes. (c) Linealmente 
independientes. 
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Demostración. Supóngase que 


Vi = (Dr Eiza Vin) 
Va = (V21, V225- -s U2n) 
V= (Vip Uaes +, Ba) 


Considérese la ecuación 
kiyi + kaya t tkw = 0 


Si, como se ilustró en el ejemplo 24, se expresan los dos miembros de esta ecuación en tér- 
minos de componentes y, a continuación, se igualan las componentes correspondientes, se 
obtiene el sistema 


Viki + varka +0 +061k=0 
Piakı + taska Sa REE ji vak, =0 


vinki ++ Panka 489 N V,nk, hög 0 


Este es un sistema homogéneo de n ecuaciones en las r incógnitas k,,..., k,. Supuesto 
que r > n, con base en el teorema 1 de la sección 1.3, se deduce que el sistema tiene solu- 
ciones no triviales. Por tanto, S= (v,, vz,..., Y, jes un conjunto linealmente dependiente. 

En particular, en este teorema se afirma que un conjunto en R?, con más de dos vec- 
tores, es linealmente dependiente, y que un conjunto en R?, con más de tres vectores, es 
linealmente dependiente. 


EJERCICIOS 4.4 


1. Dé una explicación de por qué los siguientes conjuntos de vectores son lineal- 
mente dependientes. (Resuelva este problema por simple observación.) 


la) u, =(1.2) y u, =(—3, —6)enR? 
(b) u; = (2, 3), u> = (— 3, 8), uz = (6, 1) en R? 
le) pi =52+3x- x? y p=6+9x-—3venP, 


Mil. -=i -3 
(d 4= k ol y B= Ra ss en Mz 


2. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en R? son linealmente depen- 
dientes? 


ta) (Q.—-t4). (36.2 (2,10, —4) 

(0) (3,1, 1D, (2, —1.5). (4,0, —3) 

(ce) (6,0. —1) (1.1.4) 

td) (1.3.3), (0.1.4) (5.6.3 (7.2. —1) 
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3. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en R* son linealmente depen- 


dientes? 
(a) (1,2, 1, —2), (0, —2,-2,0) (0,2.3,1). (3,0, —3,6) 
Fi (4, —4, 8,0), (2,2,4,0), (6,0.0.2). (6.3. —3, 0) 
) (4,4,0,0), (0,0,6.6). (—5,0. 5.5) 
Ae 0,41) (6,2, -1,2) (-1,3.5,1) (—3,7,8, 3) 


4. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en P, son linealmente depen- 
dientes? 


(a) 2=x+4x% 3+6x +21? 24 10x — 43? 

(b) 34x toa 2=x+5x% 4-3? 

(o) 6- x, [+ x+4x? 

(d) 1+ 3x + 3x4 x4+4x?% 5+6x+ 3x, 74+2x=x? 


5. Sea V el espacio vectorial de todas las funciones con valor real definidas sobre 
la recta real completa. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en V son 
linealmente dependientes? 


(a) 2.4 sen?x, cos? y (b) x. cos x 
(c) l,sen x sen 2x (d) cos 2x, sen? x. cos? x 
(e) (1 + x), x? +02x, 3 (f) 0. x, x? 


6. Supóngase que vi, Y, y V3 son vectores en R? que tienen sus puntos iniciales 
en el origen. En cada inciso, determine si los tres vectores están en un plano. 


(a) v, =(1,0. —2) v =13. 1.2) v, = (1, — L. 0) 
(b) v, = (2, = 1, 4) v, = (4, 2. 3), v, = (2,7, — 6) 


7. Suponga que vı, Y, y v3 son vectores en R? que tienen sus puntos iniciales en 
el origen. En cada inciso, determine si los tres vectores están en la misma recta. 


(a) v, = (3, —6. 9). v, = (2, —4, 6). y, = (1, 1, 1) 
(b) y, = (2, = L, 4), v, = (4, 2, 3). y; = (2.7. — 6) 
lc) v, = (4, 6. 8). v; = (2.3.4), AR A BES 


8. ¿Para cuáles valores de À los vectores que siguen forman un conjunto lineal- 
mente dependiente en R?? 


Y =(4 3. ~} y = (3,4 $, Vvy= (3 3.4) 


9. Sea $ = {vi, V2, ... , Yn } un conjunto de vectores en un espacio vectorial V, 
Demuestre que si uno de los vectores es cero, entonces S 2s linealmente depen- 
diente. 


10. Si [v,, vz, V3 } es un conjunto linealmente independiente de vectores, demues- 
tre que ([v1,v2), [Y], v3 ), [v2,v3), {vı ), {v2 ) y {Ys ) son también conjun- 
tos linealmente independientes. 


11. SiS = [v,,v2,..., Yn } es un conjunto linealmente independiente de vectores, 
demuestre que todo conjunto de $ con uno o más vectores también es lineal- 
mente independiente. 
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12, 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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Si [v,, V2, V3 } es un conjunto linealmente dependiente de vectores en un espa- 
cio vectorial V, demuestre que [v,, va, V3, Va } también es linealmente depen- 
diente, en donde v4 es cualquier otro vector en V. 


Si {vi, V2, ... , Y) es un conjunto linealmente dependiente de vectores en un 
espacio vectorial V, demuestre que (v;,v2,... Me , Vn} también es 
linealmente dependiente, en donde v,,,, . . . , Ya son otros vectores cuales- 
quiera en V. 


Demuestre que todo conjunto con más de tres vectores tomados de P, es lineal- 
mente dependiente. 


Demuestre que si [v,, vz ) es linealmente independiente y v3 no está en lin [v;, 
v, ), entonces {v;, V2, V3 ) es linealmente independiente. 


Pruebe que un conjunto con dos o más vectores es linealmente dependiente si y 
sólo si al menos uno de los vectores es expresable como una combinación lineal 
de los valores restantes. 


Pruebe que el espacio generado por dos vectores en R? es una recta que pasa por 
el origen, un plano que pasa por el origen, o bien, el propio origen. 


(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Sea V el espacio vectorial de las 
funciones con valor real definidas sobre la recta real completa. Si f, g y h son 
vectores en V, las cuales son doblemente diferenciables, entonces la función 
w = w(x) definida por 


PAGS) g(x) hix) 


w()=|flx) gh kx 
ro gba Ho 


se conoce como wronskiano de f, g y h. Pruebe que f, g y h forman un conjun- 
to linealmente independiente si el wronskiano no es el vector cero en Y [es decir, 
w(x) no es idénticamente cero]. 


(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Utilice el wronskiano (ejerci- 
cio 18) para demostrar que los siguientes conjuntos de vectores son linealmen- 


te independientes, 


(a) 1, x, e” (b) senx, cos x, xsenx (c) e*, xe*, x?e* (d) 1, xX, x? 


4.5 BASE Y DIMENSION 


Por lo común, se concibe una recta como un espacio unidimensional, un plano como uno 
bidimensional y el espacio que lo rodea a uno como tridimensional. El objetivo princi- 
pal de esta sección es precisar esta noción intuitiva de dimensión. 


Definición. Si V es cualquier espacio vectorial y S= [v,, v,,..., VY } es un conjunto fini- 
E s , 
to de vectores en V, entonces $ se denomina hase para V si 
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( i) Ses linealmente independiente; 
(ii) Sgeneraa Y 


Ejemplo 27 


Sean e, =(1,0,0,...,0),€e, =(0,1,0,...,0),...,8,=(0,0,0,..., 1). En el ejem- 
plo 23 se señaló que S = {e}, €,,... , €, } es un conjunto linealmente independiente en 
R”. Dado que cualquier vector v = (v4, V2, . . . , Vn) en R” se puede escribir como v =v} €, 


+ vaez +... +Vyen, S genera a R” y, por tanto, es una base. Esta base se conoce como 
base estándar para R”. 


Ejemplo 28 


Sean v; = (1, 2, 1), v2 = (2, 9, 0) y v3 =(3, 3, 4). Demuéstrese que el conjunto S= (v,, 
vz, V3 } es una base para R?. 


Solución. Para demostrar que S genera a R?, es necesario demostrar que un vector arbitra- 
rio b=(b,, ba, b3) se puede expresar como combinación lineal 


b = kv, + kVa + KaYa (4.3) 
de los vectores en S. Al expresar (4.3) en términos de las componentes da 
(bi. ba. b3) =k (1,2. 1) + k,(2,9.0) + k3(3, 3, 4) 


o bien, 
(bi. ba. ba) = (ki + 2k + 3k3.2k, + 9k,+3k3.k, + 4k3) 
o bien, 


ki + 2k, + 3k; =b, 
2k 1 + 9k + 3k3 =b, (4.4) 
ki + 4k, = b; 
Por tanto, para demostrar que $ genera a V, se debe demostrar que el sistema (4.4) tiene 


una solución para todas las elecciones de b =(b,, b2, b3). Para probar que S es linealmente 
independiente, es necesario demostrar que la única solución de 


kivi + kaya + kav =0 (4.5) 


esk; =k =k3 =0. 
Como se hizo antes, si (4.5) se expresa en términos de las componentes, la verifica- 
ción de la independencia se reduce a demostrar que el sistema homogéneo 


k,+2k,+3k,=0 
2k, +9k,+3k,=0 (4.6) 
ki +4k;=0 
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tiene únicamente la sulución trivial. Obsérvese que los sistemas (4.4) y (4.6) tienen la mis- 
ma matriz de coeficiente. Así entonces, por los incisos (a), (b) y (d) del teorema 13 de la 
sección 1.7, es posible probar simultáneamente que S es linealmente independiente y que 
genera a R?, demostrando que la matriz de coeficientes 


La. 
A=|2 9 3 
|1 04 


de los sistemas (4.4) y (4.6) es inversible. Puesto que 


1 2 
det(AJ="2 9 
1 0 


por el teorema 6 de la sección 2.3, se concluye que A es inversible. Por consiguiente, S es 
una base para R°. 


Ejemplo 29 


El conjunto S = (1, x, x?,... , X” } es una base para el espacio vectorial P,, que se intro- 
dujo en el ejemplo 13. Por lo visto en el ejemplo 18. los vectores en S generan a P,,. A fin 
de ver que S es linealmente independiente, supóngase que alguna combinación lineal de 
vectores en S es el vector cero, esto es, 


Cot eX Hie ea EO (4.7) 


se debe demostrar que Co =C, =- - - = Cph =0. Con base en lo visto en el Algebra, un po- 
linomio diferente de cero de grado n tiene cuando más n raíces distintas. Dado que (4.7) 
es una identidad, todo valor de x es una raíz del primer miembro. Esto implica quec, =c> 
=... = Ca = 0; por otra parte, Cy +C,Xx +... +Cpx* podría tener cuando más n rafces. 
Por tanto, el conjunto $ es linealmente independiente. 


La base S de este ejemplo se conoce como base estándar para P„. 


Ejemplo 30 


1.0 01 0.0 0 0 
M=|, o! Mi=|, o] m-l J m-f | 


El conjunto S = (M,, Mı, M3, Ma | es una base para el espacio vectorial My, de matrices 
de 2 X 2, A fin de ver que § genera a M32, nótese que un vector (matriz) típico 


[e 4 


Sean 
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10], fo 1], fo 0], ¿foo 
alo olt?lo olli ol lo 1 


== aM, + bM, + cM, + dM, 


se puede escribir como 
a b 
c d 


Para verificar que S es linealmente independiente, supóngase que 


aM, +bM,+cMy3+dM,=0 


əs decir, 


Entonces, 


a bf [00 
c d| [0 0 
Por tanto, a=b=c=d=0 de modo que $ es linealmente independiente. 


Ejemplo 31 


Si S= [v,, va, , Y, } es un conjunto linealmente independiente en un espacio vectorial 
V, entonces Se es una base para el subespacio lin(S), ya que S es indspsrienis y, por defi- 
nición de lin(S), S genera a lin(S). 

Se dice que un espacio vectorial diferente de cero V es de dimensión finita si contie- 
ne un conjunto finito de vectores (v,, Yz, ... , Van ) que forma una base. Si no existe un 
conjunto de este tipo, se dice que V es de dimensión infinita. Además, se considera el es- 
pacio vectorial cero como de dimensión finita, aun cuando no tiene conjuntos linealmente 
independientes y, como consecuencia, no tiene base. 


Ejemplo 32 


Por lo visto en los ejemplos 27, 29 y 30, R”, Pa y Ma, son espacios vectoriales de dimen- 
sión finita. 

El siguiente teorema suministra la clave hacia el concepto de dimensión para espacios 
vectoriales. Con base en él se obtendrán algunos de los resultados más importantes del ál- 
gebra lineal. 


Teorema 7. Si S= [v,, v2,..., va) es una base para un espacio vectorial V, entonces 
todo conjunto con más de n vectores es linealmente dependiente. a 
Demostración. Sea S' = [W,, W2, -.. , Wm j cualquier conjunto de m vectores en V, en 

donde m > n. Se desea demostrar que S” es linealmente dependiente. Supuesto que S= (v;, 

Var... , Va } es una base, cada w; se puede expresar como una combinación lineal de los 

vectores en S, por ejemplo, 
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Wi = Ugia + agya TH AV 


W2 = di2Yy + daa t7 + Unn (4 8) 
Wyn = Aimi + Cam Y 2 IS y Cama 
Para demostrar que S” es linealmente dependiente, se deben hallar los escalaresk,,k>z,..., 
km, no todos cero, tales que 
kw; + kWa A Kn a 0 (4.9) 


Al aplicar las ecuaciones dadas en (4,8), (4.9) se puede volver a escribir como 


(kiaii + kaaga +00 + Kali 3 Vi 
+ (kidz + Kolaz + 000 + Kml2)V2 


+ (kian as Kk24n2 EA K mlinm)Yn a 0 


Por tanto, el problema de probar que S” es un conjunto linealmente dependiente se redu- 
ce a demostrar que existen k, k,,..., Km, no todos cero, que satisfacen 


diki + 412k> +97 am limk m Ti 0 


dziki + daska +00 + damKm =0 
a 1 qe 2 (4.10) 


Upik + aaka +00 + GK =0 
Dado que (4.10) tiene más incógnitas que ecuaciones, la demostración queda completa, 
ya que el teorema 1 de la sección 1.3 garantiza la existencia de soluciones no triviales. | 
Como consecuencia, se obtiene el resultado siguiente: 


Teorema 8. Dos bases cualesquiera para un espacio vectorial de dimensión finita tiene el 
mismo número de vectores. 


Demostración. Sean S = {v}, Wa, ..., Va} y S' = {W1, W2, ..., Wm } dos bases para un 
espacio vectorial de dimensión finita V. Dado que $ es una base y S' es un conjunto lineal- 
mente independiente, el teorema 7 implica que m < n. De modo análogo, dado que S” es 
una base y S es linealmente independiente, también se tiene n < m. Portanto,m=n, | 


Ejemplo 33 


La base estándar para R” contiene n vectores (ejemplo 27). Por consiguiente, toda base 
para R” contiene n vectores. 


Ejemplo 34 


La base estándar para P, (ejemplo 29) contiene n + | vectores; así entonces, toda base 
para P, contiene n + 1 vectores. 
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El número de vectores en una base para un espacio vectorial de dimensión finita es 
una cantidad en particular importante. Por el ejemplo 33, toda base para R? tiene dos 
vectores y toda base para R? tiene tres vectores. Ya que R? (el plano) es intuitivamente 
bidimensional y R? es intuitivamente tridimensional, la dimensión de estos espacios es 
igual al número de vectores que se tienen en sus bases. Esto sugiere la siguiente definición: 


Definición. La dimensión de un espacio vectorial de dimensión finita V se define como el 
número de vectores en una base para V. Además, por definición, el espacio vectorial cero 
tiene dimensión cero. 

Por lo que se vio en los ejemplos 33 y 34, R” es un espacio vectorial de dimensión n 
y Pa es un espacio vectorial de dimensión n + 1. 


Ejemplo 35 


Determfínese una base y la dimensión para el espacio de soluciones del sistema homogéneo 


xy +2 N; +4x5=0 
=xXy — xi+F2INi— IX ¿A xi=0 
AOE Na 2xy =x:=0 


Na t Xat =O 
Solución. En el ejemplo 8 de la sección 1.3 se demostró que las soluciones están dadas por 
X= =s X1=5 N3= 1 Ay =O Xs =l 


Por tanto, los vectores solución se pueden escribir como 


Vo S S 0 =] 0 
yaja]: =| 04 | 1 [=> 0|+1t|—1 
Xy 0 0 0 0 0 
Ns t 0 t 0 1 
lo cual demuestra que los vectores 
-I -Í 
I 0 
Y= 0 y v=|-l 
0 0 
0 I 


generan el espacio de soluciones. Dado que estos vectores también son linealmente indepen- 

dientes (verifíquese), (v,, vz } es una base, y el espacio de soluciones es bidimensional. 
En general, a fin de demostrar que un conjunto de vectores [v,, Y2,- , Vn Jes una 

base para un espacio vectorial V se tiene que demostrar que los vectores son linealmente 
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independientes y que generan a V. Sin embargo, si se sabe de antemano que V tiene dij- 
mensión n (de modo que [v,, vz,... , Vn } contiene el número correcto de vectores para 
tener una base) entonces basta con verificar la independencia lineal, o bien, la generación 
—la condición restante se satisfará automáticamente. Este es el contenido de los incisos 
(a) y (b) del teorema siguiente. En el inciso (c) de este teorema se afirma que todo conjun- 
to linealmente independiente forma parte de alguna base para V, 


Teorema 9. 

(a) SiS= [vw], v2,..., va } es un conjunto de n vectores linealmente independientes en 
un espacio V de dimensión n, entonces S es una base para V. 

(b) SiS =1v1, v2,..., Wn} es un conjunto de n vectores que genera un espacio V de 
dimensión n, entonces S es una base para V. 

(0) SiS = {vi, v2, .. , vw jes un conjunto linealmente independiente en un espacio V 
de dimension n y r < n, entonces se puede agrandar S hasta formar una base para V; 
es decir, existen los Vectores Wy,], . .. , Yn tales que [Vi Var ooo Veo Vera 


Vn } es una base para V. 
Las demostraciones se dejan como ejercicios, 
Ejemplo 36 
Demuéstrese que v; =(-3, 7) y vz =(5, 5) forman una base para R?. 


Solución. Dado que ninguno de los vectores es un múltiplo escalar del otro, $ = {v;, v2 } 
es linealmente independiente. Puesto que R? es bidimensional, S es una base para R? con 
base en el inciso (a) del teorema 9, 


EJERCICIOS 4.5 


1. Dé una explicación de por qué los conjuntos siguientes de vectores no son bases 
para los espacios vectoriales que se indican. (Resuelva este problema por simple 
observación.) 


(a) u, = (1, 2), uz = (0, 3), u3 = (2, 7) para R? 
(b) u; =(—1, 3, 2), uz = (6, L, 1) para R? 
(c) p =1+x+x?, p, =x- l para P, 


2. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para R?? 


{a} (Q,D.(3.0) (b) (4. 1), 4-7, —8) (ch (0,01. (1,3) td) 3,9), (-4, —12) 
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3. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para R?? 


(a) (1, 0, 0), (2, 2, 0), (3, 3, 3) (b) (3, 1, —4), (2, 5, 6), (1, 4, 8) 
(c) (2, -3,1),(4,1,1),(0, -7, 1) (d) (4,6, 4). (2,4, — 1), (—1,2, 5) 


4. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para P, ? 
ía) Ll = 3x4 2x?., 1+x+4x?% .1-7x 
(bd) 4+6x+x? -14+4x+2x? 35+2x-ux? 
(Del + eds aa 


(d) —4+x+3x2 6+5x+2x? 8+4x+x? 


5. Demuestre que el conjunto siguiente de vectores es una base para M32. 


3 6 0 —1 0 —8 1.0 
[3 —6| -1 oy td o" -i 2 
6. Sea V el espacio generado por v, = cos? x, Va =sen? x vz = cos 2x. 


(a) Demuestre que S = (v,, v2, V3 } no es una base para V. 
(b) Halle una base para V. 


En los ejercicios 7 al 12 determine la dimensión del espacio de soluciones del sistema que 
se da y encuentre una base para él. 


Te ATE e S E x3=0 8. 3x, +x +X, += 
2x1 -X4 +20 5x, — X +X; = X4 =0 
—Xy + x3=0 


9. x,—4x2+3x3- x4=0 10. x,-3x2+ x3=0 
2x, — 8x2 + 6x3-— 2x4 =0 2x1 ~= 6x, + 2x3=0 
3x, —9x2+3x,3=0 


MH. 2x,+x,+3x3=0 12. x+ y+ 2=0 
Xy +5x,=0 3x+2y-22=0 
x3+x3=0 4x+3r= :=0 

Oy 41. +. .550 


13, Determine bases para los subespacios de R? que siguen: 


(a) El plano 3x— 2y +52=0 J 
(b) El plano x— y=0 : 
x=21 
(c) La rectay =-t-%œ<t¢t< +% 
z=4t 


(d) Todos los vectores de la forma (a, b, c), en donde b =a +c 
14. Determine las dimensiones de los siguientes subespacios de R?. 


(a) Todos los vectores de la forma (a, b, c, 0) 
(b) Todos los vectores de la forma (a, b, c, d), en donde d=a+byc=a— hb. 
(c) Todos los vectores de la forma (a, b, c, d), en dondea=b=c=d 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


ESPACIOS VECTORIALES 


Determine la dimensión del subespacio de Pz que consta de todos los polino- 
mios ay +a,x + ax? +a3x?, para los cuales ay = 0. 


Sea [v,, V2, V3 ) una base para un espacio vectorial V. Demuestre que (u,,uz, 
uz) también es una base, en donde u; =v], u3 =V; +v y u3 =v; + va +w. 


Demuestre que el espacio vectorial de todas las funciones con valor real defini- 
das sobre la recta real completa es de dimensión infinita. (Sugerencia. Suponga 
que es de dimensión finita y que su dimensión es n y obtenga una contradicción 
al producir n + 1 vectores linealmente independientes.) 


Demuestre que un subespacio de un espacio vectorial de dimensión finita es de 
dimensión finita. 


Sea V un subespacio de un espacio vectorial de dimensión finita W. Demuestre 
que dim(V) S dim(W) (Sugerencia. Por lo visto en el ejercicio 18, V es de dimen- 
sión finita.) 


Demuestre que los únicos subespacios de R? son rectas que pasan por el origen, 
planos que pasan por el origen, el subespacio cero y el propio R?. (Sugerencia. 
Por lo visto en el ejercicio 19, los subespacios de R? deben ser de dimensión 0, 
dimensión 1, dimensión 2, o bien, de dimensión 3.) 


21. Pruebe el inciso (a) del teorema 9. 
22. Pruebe el inciso (b) del teorema 9. 


23. Pruebe el inciso (c) del teorema 9. 


4.6 ESPACIO DE RENGLONES Y COLUMNAS DE UNA MATRIZ; RANGO; 


APLICACIONES PARA HALLAR BASES 


En esta sección se estudian ciertos espacios vectoriales 


asociados con las matrices. Los re- 


sultados suministrarán un procedimiento sencillo para encontrar bases, reduciendo una ma- 


triz apropiada a una forma escalonada en los renglones. 


Definición. Considérese la matriz de m X n 


Los vectores 
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formados a partir de los renglones de A se conocen como vectores renglón de A, y los vec- 
tores 


aiai di2 Ain 
a21 422 An 
Ci S| feft 5] o jse] . 
dmi dm2 Amn 


formados a partir de las columnas de A se llaman vectores columna de A El subespacio de 
R" generado por los vectores renglón es el espacio de renglones de A, y el subespacio de 
R' generado por los vectores columna es el espacio de columnas de A. 


Ejemplo 37 


Sea 


Los vectores renglón de A son 
r, =(2,1,0) y ra = (3, —1,4) 


y los vectores columnas de A son 


“Bl eL ll 


El teorema siguiente ayuda a encontrar bases para los espacios vectoriales; su demos- 
tración se difiere hasta el final de la sección 


Teorema 10. Las operaciones elementales sobre los renglones no cambian el espacio de 
renglones de una matriz. 


Con base en este teorema se deduce que el espacio de renglones de una matriz A per- 
manece inalterado al reducirla hasta una forma escalonada en los renglones. Sin embargo, 
los vectores renglón diferentes de cero de una matriz en la forma escalonada en los renglo- 
nes siempre son lineales independientes (ejercicio 17), de modo que estos vectores renglón 
diferentes de cero forman una base para el espacio de renglones Así entonces, se tiene el 
siguiente resultado: 


Teorema 11. Los vectores renglón diferentes de cero en una forma escalonada en los ren- 
glones de una matriz A forman una base para el espacio de renglones de A. 


Ejemplo 38 


Encuéntrese una base para el espacio generado por los vectores 
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Y, =(=20,0,3) wo =(2,=5=3, -2,6) v= (0,5,15, 10,0) 
v, = (2, 6, 18, 8, 6) 


Solución. El espacio generado por estos vectores es el espacio de renglones de la matriz 


O o + a E 
2 -5 khhkhk2n 
Q: + Su Ion: 0 
gro naa nuil e gpd af 


Al poner esta matriz en forma escalonada en los renglones se obtiene (verifíquese): 


I -2 0 0 3 

0. 1.3. 2 al 
0O O0 to i 0; 
o o0 0 0 o| 


Los vectores renglón diferentes de cero en esta matriz son 
w; = (1, —2, 0, 0. 3) w, = (0, 1, 3. 2,0) w = (0.0, 1, 1,0) 


Estos vectores forman una base para el espacio de renglones y, como consecuencia, una 
base para el espacio generado por V; , Va, Y3 Y Va. 


OBSERVACION. Se han estado escribiendo los vectores renglón de una matriz en notación 
horizontal, y los vectores columna en notación vertical (matricial), debido a que esto pare- 
ce más natural. Sin embargo, no hay razón alguna de por qué no puedan escribirse los vec- 
tores renglón en notación vertical y los vectores columna en notación horizontal, si así 
resulta conveniente. 


Teniendo en cuenta esta observación, es evidente que, excepto por un cambio de 
notación vertical a horizontal, el espacio de columnas de una matriz es el mismo que el 
espacio de renglones de su transpuesta. Por tanto, si se desea, se puede encontrar una base 
para el espacio de columnas de una matriz A, encontrando una base para el espacio de 
renglones de A’ y, a continuación, regresando a la notación vertical. 


Ejemplo 39 


Hállese una base para el espacio de columnas de 


d 
Il 
ted 
[8S] 
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Solución. Al transponer se obtiene 
1 
0 
l 
l 


y al realizar la reducción hacia una forma escalonada en los renglones se llega a (verifí- 
quese) 


oOomnm Oo 


3 
l 
0 
0 


ooo — 


Por tanto, los vectores (1, 3, 0) y (0, 1, 2) forman una base para el espacio de renglones 
de A! o, lo que es equivalente, 


wv = D 


| 
w=|/3 y W = 
0 


forman una base para el espacio de columnas de A. 

En el ejemplo 38, se aplicó la reducción en los renglones a fin de encontrar una base 
para el espacio generado por un conjunto de vectores. Sin embargo, ese método puede 
producir vectores base que no se encuentren entre los vectores del conjunto original. Ahora 
se muestra cómo producir una base que sea un subconjunto del conjunto dado de vectores. 
La idea es eliminar vectores del conjunto dado que sean combinaciones lineales del resto, 
dejando en consecuencia un conjunto de vectores linealmente independientes que generen 
el mismo espacio que el conjunto original de vectores. El método, el cual se aplica única- 
mente a vectores en R”, se explica por medio de un ejemplo. 


Ejemplo 40 
Encuéntrese un subconjunto de los vectores 


yv, = (1, —2,0, 3), v = (2, —5, — 3, 6) 
v, = (0, 1, 3, 0), v4 = (2, -1,4, —7), vs = (5, —8, 1,2) 


que forme una base para el espacio generado por estos vectores 
Solución. Se principia por resolver la ecuación vectorial 
CV] CVa F C3V3 + Caya HCY =0) (4.11) 


Al sustituir las componentes y, a continuación, igualar las componentes correspondientes 
de los dos miembros de (4.11) se llega al sistema homogéneo 
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cı +2c, + 2c¿+ 505 =0 

=20, 5Cc2+ (3= C4—8c5=0 
— 3c, + 3c3 + 4c4 + cs=0 

3c, + 6c — Teca + 2c; =0 


Al obtener este sistema por la eliminación de Gauss-Jordan se obtiene (verifíquese): 
cy = =2s-t, C2=s=l, C3 = S, Cymh cs =t (4.12) 
en donde s y £ son arbitrarios. Sustituyendo (4.12) en (4.11), se obtiene 
(—25 — t)v; + (s — 1)V2 + SY3 — tY, + tyv; = 0 
lo cual se puede volver a escribir como 
s(— 2v; + v + v3) + t(— vi — Yz — V4 + Y;)=0 (4.13) 


Ya que s y £ son arbitrarias, es posible hacer s = 1, £= 0 y, entoncess=0,f= 1 Esto con- 
duce a las ecuaciones de dependencia 


2v, +y +y =0 
-v — yY — y, +y; =0 


(4.14) 


Con estas ecuaciones se pueden expresar los vectores vz y Vs como combinaciones linea- 
les de los vectores precedentes (es decir, los vectores con subíndices menores) Se obtiene 


V3 =2v, — Y, 


(4.15) 


Vs =V; +V + Y4 
lo cual indica que es posible descartar v3 y vs del conjunto original, sin afectar el espacio 
generado. 

A continuación se demuestra que los vectores restantes V4, V2 y Va son linealmente 


independientes y, por tanto, forman una base para el espacio generado por V; , V2, V3, Va 
y vs Si 


Ci Vi +C2V27 +Ca4Va =0 


1 
entonces (4.11) se cumple con c} =0 y cs =0 Por tanto (4.12)se cumple con s=c3 =0 
y 1=C5 =Q. A partir de las ecuaciones restantes en (4.12), se deduce que 


lo cual prueba que v,, v2 y va son linealmente independientes. 


OBSERVACION. Aun cuando se omite la demostración. se puede demostrar que después de 
aplicar las ecuaciones de dependencia, a fin de eliminar aquellos vectores que dependen de 
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los precedentes, los vectores restantes siempre serán linealmente independientes. P ; con- 
siguiente, no es necesario verificar la independencia como se hizo en el último ejemplo. 


El teorema que sigue es uno de los resultados más fundamentales del álgebra lineal. 
La demostración se deja hasta el final de esta sección. 


Teorema 12. Si A es una matriz cualquiera, entonces el espacio de renglones y el espacio 
de columnas de A tienen la misma dimensión, 


Ejemplo 41 


En el ejemplo 39 se vio que la matriz 


1 0 l 
AA dy Sao ral 
0 4 4 4 


tiene un espacio de columnas bidirnensional, Por consiguiente, en el teorema 12 se afirma 
que el espacio de renglones también es bidimensional. Para comprobar que, de hecho, este 
es el caso, se reduce A a una forma escalonada en los renglones, obteniendo (verifíquese) 


l 0 l l 
0 l lo 1 
0 0 0 0 


Dado que esta matriz tiene dos renglones diferentes de cero, el espacio de renglones de A 
es bidimensional. 


Definición. La dimensión del espacio de renglones y columnas de una matriz A se conoce 
como rango de A. 


Por ejemplo, la matriz A de los ejemplos 39 y 41 tiene rango 2. 
El siguiente teorema agrega tres resultados más a los del teorema 13 de la sección 
1.7 y del teorema 6 de la sección 2.3. 
Teorema 13. Si A es una matriz de n X n, entonces las proposiciones que siguen son equi- 
valentes. 
(a) A es inversible. 
(b)  Ax=0 tiene únicamente la solución trivial. 
(c) A es equivalente, respecto a los renglones, a lp. 
(d) Ax= bes consistente para toda matriz bdenX 1. 
(e) det(A) +0 
(O A tiene rangon 
(lg) Los vectores renglón de A son linealmente independientes. 
(A) Los vectores columna de 4 son linealmente independientes. 


Demostración. Se demostrará que (c), (f), (g) y (A) son equivalentes, probando la sucesión 
de implicaciones (c) > (1) > (2) > (h) > (c). 
Esto completa la demostración puesto que ya se sabe que (c) equivale a (a), (b), (d) y (e). 
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(c) > (f) Supuesto que A es equivalente, respecto a los renglones, a /,, y Zn tiene n renglones 
diferentes de cero, el espacio de renglones de A es de dimensión n, por el teorema 11. Por 
consiguiente, Á tiene rango n. 


(f) = (g) Supuesto que A tiene rango n, el espacio de renglones de A es de dimensión n. 
Ya que losn vectores renglón de 4 generan el espacio de renglones de A, por el teorema 9 
de la sección 4.5 se concluye que los vectores renglón de A son linealmente independientes. 


(g) > (h) Supóngase que los vectores renglón de 4 son linealmente independientes. Así 
antonces, el espacio de renglones de 4 es de dimensión n. Por el teorema 12, el espacio 
de columnas de A también tiene dimensión n. Dado que los vectores columna de A generan 
el espacio de columnas, los vectores columna de A son linealmente independientes, con 
base en el teorema 9 de la sección 4.5. 


'h) > (c) Supóngase que los vectores columna de A son linealmente independientes. Por 
tanto, el espacio de columnas de A tiene dimensión n y, como consecuencia, el espacio de 
renglones de 4, por el teorema 12, también es de dimensión n. Esto significa que la forma 
ascalonada en los renglones reducida de A tiene n renglones diferentes de cero, es decir, 
todos los renglones son diferentes de cero. Como se hizo notar en el ejemplo 24 de la sec- 
ción 2.3, esto implica que la forma escalonada en los renglones reducida de A es/,,. Así 
entonces, A es equivalente, respecto a los renglones, a /,,. J 


Es interesante hacer notar que el teorema 13 reúne todos los temas principales que 
se han estudiado hasta aquí: matrices, sistemas de ecuaciones, determinantes y espacios 
vectoriales. 

Se concluye esta sección con un resultado adicional acerca de los sistemas de ecua- 
ciones lineales. Considérese un sistema de ecuaciones lineales 


i Ax=b 
o, lo que es equivalente, 
Gir Aiz 0 Unj Xi bı 
41 A22 “0 A|| X2 b, 
Uni 4m2 SA Amni Xa Bn 


Al hacer la multiplicación de las matrices que se encuentran en el primer miembro, se pue- 
de volver a escribir este sistema como 


Pax + adya Xy + + A aa b, 
da Xy + 0292 E 00 E Azpa b, 
ESTOS! + Am2 Na o UñnaNa Pa 
o bien, 
dir diz din b, 
da da2 lan b, 


1! 


Mi + + Xx $ Ai GT Sh 
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Dado que el primer miembro de esta ecuación es una combinación lineal de los vectores 
columna de A, se deduce que el sistema Ax = b es consistente si, y sólo si, b es una corbi- 
nación lineal de los vectores columna de A. Por tanto, se tiene el útil teorema que sigue: 


Teorema 14. Un sistema de ecuaciones lineales Ax = b es consistente si y sólo si b está en 
el espacio de columnas de A. 


OPCIONAL 


Demostración del teorema 10. Supóngase que los vectores renglón de una matriz A sont, , 
t2, - ++ > Im y que se obtiene B a partir de A, efectuando una operación elemental sobre 
los renglones. Se demostrará que todo vector en el espacio de renglones de B también está 
en el espacio de renglones de A e, inversamente, que todo vector que está en el espacio de 
renglones de A está en el espacio de renglones de B. Entonces es posible concluir que A y 
B tienen el mismo espacio de renglones. 

Considérese las posibilidades. Si la operación sobre los renglones es un intercambio 
de los mismos, entonces B y A tienen los mismos vectoresrenglón y, como consecuencia, el 
mismo espacio de renglones. Si la operación sobre los renglones es la multiplicación de 
uno de ellos por un escalar, o la adición de un múltiplo de uno de los renglones a otro, en- 
tonces los vectores renglón r',,r'z ..., Tm de Bson combinaciones linealesder; ,rz,..., 
E, ; por consiguiente, están en el espacio de renglones de A. Dado que un espacio vectorial 
es cerrado bajo la adición y la multiplicación escalar, todas las combinaciones lineales de 
1,12, +. ., Tm también estarán en el espacio de renglones de A. Por tanto, cada vector 
del espacio de renglones de B está en el espacio de renglones de A. 

Supuesto que B se obtiene a partir de A al efectuar una operación sobre los renglo- 
nes, se puede obtener Á a partir de B, efectuando la operación inversa (sección 1.7). Por 
consiguiente, el argumento que se da indica que el espacio de renglones de A está conte- 
nido en el espacio de renglones de B. 


OPCIONAL 


Demostración del teorema 12. Denótense los vectores renglón de 


Gi da “22 dy, 
den za 422 ely Aan 
Aar Aari e ad 
por TiP)..., Ph, 
Supóngase que el espacio de renglones de A tiene dimensión k y que S= [b,,b,,... bx) 


es una base para el espacio de renglones, en donde b; = (bj, bizs ,,,, Din). Supuesto 
que S es una base para el espacio de renglones, cada vector renglón se puede expresar co- 
mo una combinación lineal de b,,b,,... , bg ; por tanto, 
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ri =C11b, +C12b, +>:*+Cjb, 


r2 =C31b, +C22b7 +" +C2pb, (4.16) 


Im = Cmi Di + Cm2D e CmiDy 


Ya que dos vectores en R” son iguales si y sólo si las componentes correspondientes son 
iguales, se pueden igualar las ¡—ésimas componentes de cada lado de (4.16), para obtener 


aij =C11b,;+C12b3; AS + Cikbrj 


dzj = C21byj + C22b2) Saa kerd CorDrj 


amj = Cmibij + Cm2Daj HC + CmiDrj 


o, lo que es equivalente, 


dij Cii C12 Cik 
42 C21 C22 Cak 
"WES Ganha +b;|. A a (4.17) 
dmj Cmi Cm2 Cmk 
El primer miembro de esta ecuación es el j/—ésimo vector columna de A yj=1,2,...,n 


es arbitrario; por tanto, cada vector columna de A está en el espacio generado por los k 
vectores del segundo miembro de (4.17). Por consiguiente, el espacio de columnas de A 
tiene dimensión < k. Ya que 

k = dim (espacio de renglones de A) 
se tiene 


dim (espacio de columnas de 4) < dim (espacio de renglones de 4). (4.18) 


Supuesto que la matriz A es completamente arbitraria, se aplica esta misma conclusión a 
A‘, es decir, 


dim (espacio de columnas de A*) < dim (espacio de renglones de 41) (4.19) 


Pero al transponer una matriz se convierten las columnas en renglones y los renglones en 
columnas de modo que 


espacio de columnas A! = espacio de renglones de A 


espacio de renglones de A* = espacio de columnas de A 


Por tanto, (4.19) se puede volver a escribir como 


dim (espacio de renglones de A) < dim (espacio de columnas de A) 
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Con base en este resultado y (4.18) se concluye que 


dim (espacio de renglones de 4) = dim (espacio de columnas de 4) |] 


EJERCICIOS 4.6 


1. Liste los vectores renglón y los vectores columna de la matriz 
2-1 0 l 
3 5 7 =l 
l 4 2 7 


En los ejercicios 2 al 5 halle: (a) una base para el espacio de renglones; (b) una base para 
el espacio de columnas; (c) el rango de la matriz, 


j 3 l 2 =i EL & i 
2. 3. |2 4 4. |1 2 
ps ia 
0 0 -8 2 314 
lr —-3 2 2 | 
0 3 6 0 -2 
O ls = =ł 4 4 
3-3 “6 6 3 
5-3 10 10 5 


6. Halle una base para el subespacio de R? generado por los vectores que se dan. 


(ral ao La, osaan 
(—1,1,—2,0) (3,3,6,0). (9,0,0,3) 
(1.1,0,0), (0,0,1,1), (-2,0,2,2), (0, —3,0, 3) 


7. Verifique que el espacio de renglones y el espacio de columnas tienen la misma 
dimensión (como lo garantiza el teorema 12). 


2 0 2 a 
(a) AS (b) A ; A - Me 
, A i 4 1 5 9 8 
-3 1 -—2 0 


En los ejercicios 8 al 9, aplique el método del ejemplo 40 para: (a) encontrar un subcon- 
junto de los vectores que forme una base para el espacio generado por los propios vectores, 
(b) expresar cada v; que no esté en la base como una combinación lineal de los vectores base. 


8. y, =(1. —1,5,2), v,=(-2, 3, 1, 0), v,=(4, — 5, 9, 4), v¿=(0, 4, 2, - 3), vs 
=(—7, 18,2, —8) 


9. y, =(1,0,1,1),v,=(-3,3,7, 1), vy= (-1,3,9, 3), va =(=5, 3,5, —1) 


196 ESPACIOS VECTORIALES 


10. En cada inciso, encuentre una base para el espacio de renglones que conste por 
completo de vectores renglón, y encuentre una base para el espacio de columnas 
que conste completamente de vectores columna. 


puna 4 2-4 6 $ 

> los 3 -5 

la) | =3 6 12 -9 (b) 3 3 9 3 
uala las Led cds E 

arrai 


e 


11. (a) Si 4 es una matriz de 3 X 5, ¿cuál es el valor máximo posible para el rango 
de 4? 
(b) Si A es una matriz de m X n, ¿cuál es el valor máxime posible para el ran- 
go de 4? 


12. En cada inciso, determine si b está en el espacio de columnas de A. Si lo está, 
exprese b como una combinación lineal de los vectores columna. 


wasi Jo E] 


€ 

ES 

ll 

l 

i 

T 

Ii 

S lus 


13, (a) Pruebe que si A es una matriz de 3 X 5, entonces log vectores columna de 
A son linealmente dependientes. 
(b) Pruebe que si A es una matriz de 5 X 3, entonces los vectores renglón de A 
son linealmente dependientes. 


14, Pruebe que si 4 es una matriz que no es cuadrada, entonces los vectores renglón 
de A, o bien, los vectores columna de A son linealmente dependientes, 


15. Sea 


i d d 
A Ea | 11 12 H 
day Az 43 
Pruebe: A tiene rango 2 si y sólo si uno o más de los determinantes 


dy diz 


` bad 


(y, aaj la da 
day Gaal (day day dar da 


es diferente a cero, 


16. Pruebe que un sistema de ecuaciones Ax = b es consistente si y sólo si el rango 
de su matriz aumentada es igual al rango de A. 


17. Pruebe el teorema 11, 
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18. Pruebe que los vectores renglón de una matriz inversible A de n X n forman 
una base para R”: 


4.7 ESPACIOS DE PRODUCTOS INTERIORES 


En la sección 4.1 se estudió el producto euclidiano interior sobre el espacio vectorial R”. En 
esta sección se introduce la noción de un producto interior sobre un espacio vectorial ar: 
bitrario. Como consecuencia de lo que se vea, se podrá definir con todo significado las no- 
ciones de ángulo, longitud y distancia en espacios vectoriales más generales. 

En el teorema 2 de la sección 4.1, se reunieron las propiedades más importantes del 
producto éuclidiano interior. Eh un espacio vectorial geñeral, un producto interior se 
define automáticamente aplicando estas propiedades como axiomas. 


Definición. Un producto interior sobre un espacio vectorial V es una función que asocia 
un húmero real < ü, v > con cada pareja de vectores u y ven V, de tal manera que se sa- 
tisfacen los axiomas siguientes por todos los vectores u, v y w en V y todos los escalares k. 


(1) <u: v5 = <v. uò (axioma de simetría) 

12) Zu + 1, w) = <u. wò + (vw) (axioma de aditividad) 

(3) <ku. V5 = k<u vò (axioma de homogeneidad) 
(4) <> >0and (1 v>=0 (axioma de positividad) 


si y sólosi v=0 


Un espacio vectorial con un producto interior se ¿onoce como espatío de productos inte- 
riores. 

Las siguientes propiedades adicionáles se deducen de inmediato a partir de los cua- 
tro axiomas de los productos interiores: 


(1) <0. vò =<1,0=0 
(Gl) (UY + w> = u Y5 + <u w> 
(dii <u. AYS = k< v> 


Se probará (ii) y se dejan (1) e (iii) como ejercicios. 


QU Y + W) =xY + W,u> (por simetría) 
=xv.0)+<w.40> (por aditividad) 
= <ü. vò + <u. w) (por simetría) 
Ejemplo 42 
Sean u = (tj, Ua; ...,4,) y V EW, Ya: +, Ya); el producto euclidiano interior <u, v> 


Su’ VS 4 1, +71 +... + UV, satisface todos los axiomas del producto interior, por 
lo expresado en el teorema 2 de la sección 4.1, 


Ejemplo 43 
Si u = (tij. t3) y V= (Vi: V2) son vectores en R?, entonces 


<u. Vò = Ju 1, + 24303 
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define un producto interior. A fin de verificarlo, nótese primero que si se intercambian u 
y v en esta ecuación, entonces el segundo miembro permanece inalterado. Por tanto, 


<u, v> = <v, u> 
Si w = (w,, w2), entonces 
<u + v, wò = 3(u; + 5,)w, + 2(u + 02)w) 
= (3uw, + 2423) + (31, w, + 20,w) 
= (u, wò + <v, wò 
lo cual establece el segundo axioma. 


A continuación, 


<ku, vò = 3(ku,)u, + 2(kuz)tz 

= k(3u,c, + 2uzt3) 

= k<u, vò 
lo cual establece el tercer axioma. 

Por último, 
Cy, VX = 30,0, + 2170, = 3401 + 242 

Obviamente, < v, v > =3v? + 2v2 >0. Además <v, v >= 3v? + 2x2 =0 si y sólo si v, = 
va =0; es decir, si y sólo si v = (vı, v,)=0. Por tanto, se satisface, el cuarto axioma. 

El producto interior de este ejemplo es diferente del producto euclidiano interior 
sobre R?; esto indica que un espacio vectorial puede tener más de un producto interior. 
Ejemplo 44 
Si 

u u t t 
7 -| i | pos (iii -| i 3 
U3 U4 U3 Ca 
son dos matrices cualesquiera de 2 X 2, entonces la fórmula que sigue define un producto 
interior sobre Ma (verifíquese): 


<U, VY = uU + 478, + UzLz + Uata 


Por ejemplo, si 


entonces 


<U, V» = {—1)+ 2(0) + 3(3) + 4(2) = 16 
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Ejemplo 45 
Si 

P= 45 + ax +a2x? y q = bo + bix + bax? 


son dos vectores cualesquiera en P, , entonces la siguiente fórmula define un producto in- 
terior sobre P, (verifíquese): 


<p. q> = aobo =f ab, + a3b, 
Ejemplo 46 


(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo). 
Sean p =p (x) y q = q (x) dos polinomios en P,, y defínase 


(P.a) = f pogody (4.20) 


en donde a y b son números reales fijos cualesquiera tales que a < b. Se demostrará que 
(4.20) define un producto interior sobre P, . 


) <p.q) = E pad dx = IN ap) dx = <q, p> 


lo cual prueba que se cumple el axioma 1. 
(2) <p + q.s) = T (PN) + gsx) dx 
_ i POs) dx + UN gls) dx 
= (p.s) + <q. s> 


lo cual prueba que se cumple el axioma 2. 


(3) <kp. q> = [Pkptguddy =k |? poda dx = k<p, q) 


lo cual prueba que se cumple el axioma 3. 


(4) Si p= p (x) es cualquier polinomio en P,,, entonces p? (x) >0 para toda x; por 
tanto, 
<p. p> = UNA (dx >0 

Además, dado que p° (x) > 0 y los polinomios son funciones continuas, fè p’ (x}dx=0 
si y sólo si p (x) =0 para toda x que satisface a S x < b. Por tanto, <p, p>=f?p? (x)dx = 
O si y sólo si p = 0. Esto establece el axioma 4. 

Conviene hacer notar que los argumentos dados aquí sólo se pueden aplicar para de- 
mostrar que el espacio vectorial C [ a, b] analizado en el ejemplo 14 es un espacio de pro- 
ductos interiores bajo el producto interior 
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[M5 » 
<f, g? = j fixigixidx 


Si u y v son vectores diferentes de cero en R?, entonces u + v= full fívllcos 8, en 
donde Ó es el ángulo entre u y v (sección 3.3). Si se elevan al cuadrado los dos miembros 
de esta desigualdad y se aplican las relaciones Hull? =u + u, lvl? =v + v y cos? 0 < 1, se 
obtiene la desigualdad 


(uv)? < (u uv > y) 


En el siguiente teorema se muestra que esta desigualdad se puede generalizar hacia cual- 
quier espacio de productos interiores. La desigualdad restante, conocida como desigualdad 
de Cauchy-Sehwarz, permite introducir las nociones de longitud y ángulo en cualquier 
espacio de productos interiores. 


Teorema 15. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz*). Si u y vson vectores en un espacio de pro- 
ductos interiores Y, entonces 


Lu, Y>? < (ua, wy, y) 


Demostración. Se advierte de antemano al lector que la demostración aquí presentada de- 
pende de un artificio hábil pero sin motivación alguna. Si u = 0, entonces <u,v>=<u, 
u >=0, de mado que evidentemente, la igualdad se cumple. Supóngase ahora que u £ 0, 
Seang = <y, t>, b=2<u,v>,€ =< vw, v > y t cualquier número real. Por el exioma de 
positividad, el producta interior de cualquier vector por sí mismo: siempre es no negativo. 
Por tanto, 


O < <ir + y) fu + vO = lu, ur? + 24m o + (uv 
= at ž +bt+c 
Esta desigualdad implica que el polinomio cuadrático ar? + bt + e no tiene raíces reales, o 
bien, tiene una raíz repetida. For tanto, su discriminante debe satisfacer b? — 4ac < 0. 


Al expresar e, b y e en términos de uy vda 4<u,v >? —4<u,u><vw,v><0;0, de 
modo equivalente, <u,v >? < <u, u> <y, v>. 


Ejemplo 47 


Si w = fwy, iy, . p Un) Y YE (V1, Pa, -.., Y) son dos vectores cualesquiera en R” , en- 
tonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz aplicada a u y v da por resultado 


kity p + Uy + + o S lui + ue? H ei ooo el) 
la cual se conoce como desigualdad de Cauchy. 


“Augustin Louis (Barón de) Cauchy (1789-1857). A veces considerado como el padre del análisis moder- 
no, Cauchy ayudó a poner al Cálculo sobre bases matemáticas firmes, Fue partidario de los Borbones 
y pasó. varios años en el exilio por sus relaciones políticas. 

Hermann Amandus Señwarz (1843-1921). Matemático alemán, 
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EJERCICIOS 4.7 
í. Calcule < u, v > aplicando el producto interior del ejemplo 43. 
(a) u = (2, — 1), v = (—1, 3) (b) u =(0, 0), v = (7, 2) 
(c) u = (3, 1) v = (— 2, 9) (d) u = (4, 6), y = (4, 6) 
2. Repita el ejercicio 1 aplicando el producto euclidiano interior sobre R?, 
3. Calcule < u, v > aplicando el producto interior del ejemplo 44. 
2 =l 0 4j 1.2 4 6 
= = | = = 
SEE a a E A aloa] 
4. Cáleule < p, q > aplicando el producto interior del ejemplo 43. 
(a) p=-—1+2x+x? q = 2 - 4x? 
(br p= -3+2x + x? q =2 + 4x — 2x? 
5. Sean u = (uj, uz) y v = (%1, v,). Demuestre que las siguientes expresiones són 
productos interiores sobte R°. 
(a) <u, Y) = 640; + 24307 
(b) <u, Y) = 24,0, + 420, + UU + 24705 
6. Sean u = (uj, uz, uz) y v=(v,, va, V3). Determine cuáles de las expresiones si- 
guientes son productos interiores sobre R?, Para las que no lo sean, liste los 
axiomas que no se cumplen. 
la) <U, Y) = U0; + Uz0y 
(b) <u, v> = užu? + ulvl + uíoj 
(c) Cu, Y) = 24,0, + UU + uzt 
(d) <u, Y) = 46, — Uzt + UzDy 
7. Sean k al y V= S E 
uz Us Dz Ve 
Determine si < U, V > =u¡v, + uzV3 + uyvz + uava es un producto interior 
sabre Mar : 
8. Sean p = p (x) y q =q (x) polinomios en P}. Demuestre que < p,q > =p (0) y 
(0) + p (1/234 (1/2) + p(1)g(1) es un producto interior sobre P}. 
9. Verifique la desigualdad de Cauchy-Schwarz para 


(a) 4u=(2,1) y v= (1,—3), aplicando el producto interior del ejemplo 43. 
(b) u =(2, 1,5) y v =(1,—3, 4), aplicando el producto euclidiario interior 


Paid LO 
JU= V = 
bal] y wS 


aplicando el producto interior del ejemplo 44 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14, 


15. 


16. 


17. 


18. 
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(d) p=1 +2x +x? yq =2— 4x?, aplicando el producto interior del ejemplo 
45, 


Suponga que R? tiene el producto euclidiano interior. Aplique la desigualdad 
de Cauchy-Schwarz a los vectores u = (a, b), v =(cos 0, sen 0) para demostrar 


que la cos 0 + b sen 0 P <a? +b’. 


Pruebe que si <u, v> es cualquier producto interior, entonces <0, v> =<v,0> 
=0, 


Pruebe que si < u, v > es cualquier producto interior y k es un escalar cualquie- 
ra, entonces < u, kv>= k<u,v>. 


Demuestre que se cumple la igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz si y 
sólo si u y v son linealmente dependientes. 


Sean cı, C2 y c3 números reales positivos y suponga que u =(u,, uz, 43) y v = 
(vi, Y2, v3). Demuestre que < u, v > =c,4/V, + c747V, + 03433 es un pro- 
ducto interior sobre R?. 

Sean C1, C2,..., Ca números reales positivos y suponga que u= (u;,,uz,..., 
Un) y Y= (v1, »2, ... , Yn). Demuestre que < u,v >=c/4¡D, ceruzy +... 


+ Cq Un Yn es un producto interior sobre Ry. 


(Para los lectores que hayan estudiado Calculo). Aplique el producto interior 
1 
<p a> = f’, poao dx 
para calcular < p, q > para los vectores p =p (x) y q =q (x) en P}. 


(a) p=l1-x+x +5  q=x-3x? 
(b) p = x — 5x? q=2 +8? 


(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo). Aplique el producto interior 


<f, g) = P FOIE dx 


a fin de calcular < f, g > para los vectores f = f(x) y g=g (x)enC [0, 1]. 


(a) f = cos 2nx g =sen2?ny 
(b) f=x g=e“ 
(c) f=t k 1 
é = E = 
an F X g 


(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo). Sean f (x) y g (x) funciones 
continuas sobre [0, 1]. Pruebe que 


(a) [f soas | < h ros | ada 
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1/2 1/2 1/2 
(b) [i [f0) + ao] | < E fx) ax| + y g(x) ax| 


(Sugerencia. Aplique la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el producto interior 
del ejercicio 17). 


4.8 LONGITUD Y ANGULO EN LOS ESPACIOS DE 
PRODUCTOS INTERIORES 


En esta sección se aplica de desigualdad de Cauchy-Schwarz para desarrollar las nociones 
de longitud, distancia y ángulo en los espacios de productos interiores generales, 


Definición. Si V es un espacio de productos interiores, entonces la norma (o longitud) 
de un vector u se denota por llu ll y se define por 


tall = q 


Además, la distancia entre dos puntos (vectores) u y v se denota por d (u, v) y se define 
por 


dlu, v) = |ju — v]| 


Ejemplo 48 


Si u =(u;, u2, ..., Un) y V=(V,,V2,... , Vn) son vectores en R” con el producto eucli- 
diano interior, entonces 


[al = <u, uy”? = uf F ug H a 
du, v) == |ju z= v| == <u — v, u — vy? 


= Ju =e F a E F a n 


Obsérvese que éstas son precisamente las fórmulas para la norma y distancia euclidianas 
analizadas en la sección 4.1. 


Ejemplo 49 


Supóngase que R? tiene el producto interior < u, v > = 3u,v, + 2u,v, analizado en el 
ejemplo 43. Si u =(1,0) y v=(0, 1) entonces 


Jul] = <u, u> "2 = [3(1001) + 2(00)]'2 = /3 


204 EBPACIOS VECTORIALES 


d(u, v) es |u ai vl] = <A, > 1) (d, u >! Á 
= [301 + AI] = y5 


Es importante tener presente que la norma y la distancia dependen del producto in- 
terior que se esté usando. Si se cambia el producto interior, entonces cambian las normas 
y las distancias entre los vectores. Pot ejemplo, si R° tiene el producto euclidiano interior, 
entonces la norma del vector u del ejemplo precedente es 1, y la distancia entre u y ves 

21 

En este momento, el lector podría objetar el uso que se está haciendo de los térmi- 
nos longitud y distancia para las cantidades < u, u >? y Ilu =v ll. Aun cuando estas fór- 
mulas definidoras surgen por imitación con las fórmulas dadas en R? y R?, los resultados 
singulares que se obtuvieron èn el ejemplo 49 dan lugar a cierta duda acerca de ló adecúa- 
do de estas definiciones. Después de todo, se requiere una gran imaginación para afirmar 
que la longitud del vector u = (1, 0) es V3. A continuación se dan algunos argumentos en 
apoyo de estas definiciones. 

A través de los años, los matemáticos han determinado las que sé consideran como 
las propiedades más importantes de la longitud y la distancia euclidianas en R? y R? es- 
tas propiedades se listan en la figura 4.8, 

El teorema que sigue justifica las definiciones que se dan de norma y distaricia en los ës- 
pacios de productos interiores. 


Teorema 16. Si V es un espacio de productos interiores, entonces lá norma Mu ll= <u, u>"? 
y la distancia d (u, v) = lu = vll satisfacen todas las propiedades que se listan en la figura 
4.8, 


Se probará la propiedad 14 y se dejan las demostraciones de las partes restantes cö- 
mo ejercicios, Antes de iniciar la demostración, conviene hacer nótar que la desigualdad 
de Cauchy-Schwártz 


(u, Y? < <u, uX <y, vs 


7 = IA 


Propiedades básicas Propiedades básicas 
de la longitud de lá distancia 
A A A 


L1. [Jal] > 0 Dl. du, v) 2 0 


L2. |u| =0 siysóosi u=0 D2. dqu v)= sivsólosi usy 
L3. ||ku]] = |k| [Jul] D3. du, v) = d(v: u) 


L4. |lu + v|] < jul] + [lvl] Då. du, Y) <S du, w) + dl (w, Y) 
(desigualdad del triángulo) (desigualdad del triángulo) 
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se puede escribir en varias formas alternativas. Puesto que llul? =< u, u > y IlylR = 
< y, Y >, se puede escribir como 


<u, v>? fall? Ju? (421) 
o bien, después de tomar las raíces cuadradas, como 

lla (422) 
Demostración de la propiedad L4. Por definición, 


ju + vlj? = <u + y, u + v 
= <u, u) + 2484, Y + <v, Y) 
< <u, u> + 2|<u, vo] + <y, Y? 


< <u, u> + 2|juj] [[v]] + <v, Y (por 4.22) 
= jul? + 2/Ju Iv] + [l 
= (Ilul] + [p> 


Al tomar las rafces cuadradas da 


[ju + o] < llull + (v. E 


En R? o R?, el resultado que se acaba de probar expresa el conocido hecho geamé:» 
trico de que la suma de las longitudes de dos de las lados de un triángulo es al menos tan 
grande como la longitud del tercer lado (figura 4.9). 

Supóngase que u y y son vectores diferentes de cero en un espacio de productos in- 
teriores V. La desigualdad de Cauchy-Schwarz, como se da en (4,21), se puede escribir 


Carra) a 


AA 


o 


Figura 4.9 
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o, de modo equivalente, 


pe cn 


< liM $ 


Como consecuencia de este resultado, existe un ángulo único 9 tal que 


ACI 
cos 0 = y. 0só< 
cos TFT Tv e YPO T (4.23) 


Se define 9 como el ángulo entre los vectores u y v. Obsérvese que en R? o R?, con 
el producto euclidiano interior, (4.23) concuerda con la fórmula común para el coseno 
del ángulo entre dos vectores diferentes de cero (sección 3.3 del capítulo 3). 

Ejemplo 50 
Encuéntrese el coseno del ángulo 0 entre los vectores 


u = (4, 3, 1, — 2) y y = (—2, 1,2, 3) 


en donde el espacio vectorial es R’ con el producto euclidiano interior. 


Solución. 
lu] =/30. lv =V418 y <u, v) = —9 
de modo que 
9 
cos 0 = —- à = 3 
V307 18 30,2 


Ejemplo 51 


Si M,, tiene el producto interior dado en el ejemplo 44, entonces el ángulo entre las ma- 


trices 
U= 1 0 y= 0 2 
=l1 A 4 Slo o 


U-V 10) + 0(2) +40) + 10) 
UA lvi 


es 7/2, puesto que 
=) 


cos Y = 


Si u y v son vectores diferentes de cero tales que < u, v> = 0, entonces, con base en 
(4.23), se deduce que cos 0 =0 y 0 = 7/2. Esto sugiere la siguiente terminología. 
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Definición. En un espacio de productos interiores, se dice que dos vectores u y v son orto- 
gonales si < u, v>=0. Además, si u es ortogonal a cada vector en un conjunto W, se dice 
que u es ortogonal a W. 

Conviene hacer hincapié en que la ortogonalidad depende de la selección del producto 
interior. Dos vectores pueden ser ortogonales con respecto a un producto interior pero no 
con respecto a otro. 


Ejemplo 52 


(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo). 
Supóngase que P, tiene el producto interior 


<p a> = [7 rodadas 


que se analizó en el ejemplo 46, y sea 


Entonces, 


1 1/2 1 1/2 2 
lpl| = <p, p>"? = $7, xxdx -fi ax] = J- 


Ilaj = <q, q>? = 


| 
E 
— 
x 
w 
< 
N 
a 
< 
ae 
N 
Il 
AAA 
j 
< 
p 
a 
< 
LJ 
N 
Il 
Cal 


<P, q> ae e |. x?’dx=0 


Debido a que < p, q > =0, los vectores p =x y q = x° son ortogonales en relación con el 
producto interior dado. 


Se concluye esta sección con una generalización interesante y útil de un conocido 
resultado. 


Teorema 17. (Teorema de Pitágoras generalizado). Si u y v son vectores ortogonales en un 
espacio de productos interiores, entonces l 


[ju + v|? = [Jul]? + [fv]. 
Demostración. 


ju + v|? = <(u + v), (u + v)> = [Jul]? + 2<u, v> + |[v]|? 


= [Jul]? + v B 


Nótese que en R? o R?, con el producto euclidiano interior, este teorema se reduce 
al teorema ordinario de Pitágoras (figura 4.10). 
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EJERCICIOS 4.8 


1, 


Supóngase que R? tiene el producto interior <u, v >=3u,v, + 2u,v, en donde 
u= (u,, u3) y v=(v,, v,). Halle Jlw.ll cuando 


(a) w=(-1,3) — (b)w=(6,7) (c) w=(0,1) (8) w=(0,0) 


, Repita el ejercicio 1 utilizando el producto euclidiano interior sobre R?, 


. Suponga que P, tiene el producto interior del ejemplo 45. Halle lp ll cuando 


la) p=-1+2x+x?  (b)p=3-—4x? 


. Suponga que M» tiene el producto interior del ejemplo 44. Halle |A|] cuando 


=] 7 0 0 
a) A= b) A= 
la) A l 6 A (b) A h i 


Suponga que R? tiene el producto interior del ejercicio 1, Encuentre d (x, y) 
cuando 


(a) x=(-1,2)y=(2,5) (b) x=(3,9), y = (3,9) 
Repita el ejercicio 5 utilizando el producto euclidiano interior sobre R?. 
Suponga que P, tlẹne el producto interior del ejemplo 45, Halle d (p,q) cuando 


p=2-=x+x?, q=1+5x? 


. Suponga que Maz tiene el producto interior del ejemplo 44, Halle d (A, B) 


cuando 


l5 a 0 

g3 iy 
o fe 6 3 
MAS ly 1 dl n 
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9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Suponga que R?, R? y R* tienen el producto euclidiano interior. En cada in- 
ciso, encuentre el coseno del ángulo entre u y v. 


(la) u = {1, — 3), v = (2, 4) (b) u =(—1,0), v = (3, 8) 
(c) u=(—1,5,2) y = (2,4. —9) (d) u = (4, 1,8) Y = (1,0, — 3) 
(e) u = (1,0, 1,0). y = (—3, = 3. —3, — 3) (f) u= {2. 1.7, —1) v = (4,0, 0, 0) 


Suponga que P, tiene el producto interior del ejemplo 45. Halle el coseno del 
ángulo entre p y q. 


UN p= -1 + 5x42? q=2+4x- 9x? 
(b) p=x- x? q=7+3x+3x* 


Suponga que Ma tiene el producto interior del ejemplo 44. Halle el coseno del 
ángulo entre A y B. 


2 6 
@ a-i; s 
sd 24 ya itd 
¿Ao =j, 3 | 4 2 


Suponga que R? tiene el producto euclidiano interior. ¿Para cuáles valores de 
k se tiene que u y v son ortogonales? 


(a) u = (2. 1. 3) y =(1.7.k) 
(b) u = (k. k. 1) y =(k. 5.6) 


Suponga que P, tiene el producto interior del ejemplo 45. Demuestre que p= 1 
— x + 2x? y q= 2x + x? son ortogonales. 


Suponga que Ma tiene el producto interior del ejemplo 44. Determine cuáles 
de las matrices que se dan son ortogonales a 


21 
pa 
Laa] 
-3 0 jPi y 0 0 21 
of 0 >] (h) la H te) hg o] d) i; J 


Suponga que R* tiene el producto euclidiano interior. Halle dos vectores de 
norma 1 ortogonales a todos los vectores u = (2, 1,— 4,0), v=(-1, -1,2,2) 
y w=(3,2,5,4). 


Sea V un espacio de productos interiores. Demuestre que si w es ortogonal tan- 
to a u; como a u,, es ortogonal a kju; + kzuz, para todos los escalares k; y 
kı. Interprete este resultado geométricamente en R?, con el producto euclidia- 
no interior. 


Sea V un espacio de productos interiores. Demuestre que si w es ortogonal a ca- 
da uno de los vectores uj, 42, ..., u,, entonces es ortogonal a todo vector en 
lin {u1 ,u,.-., uy). 


210 


18. 


19. 


20, 


21. 


22. 


23 


24. 


25. 


ESPACIOS VECTORIALES 


Sea V un espacio de productos interiores. Demuestre que si u y v son vectores 
ortogonales en V tales que llull= livil= 1, entonces llu — v!l= vy 2. 


Sea V un espacio de productos interiores. Establezca la identidad 
uv? lu—w 
para los vectores en V. 
Sea V un espacio de productos interiores. Establezca la identidad 
<u. v> = lju + vo? Aja — vil 


para los vectores en V. 


Sea {v;, V2, ... , Vp} una base para un espacio de productos interiores V. De- 
muestre que el vector cero es el único vector en V que es ortogonal a todos los 
vectores de la base. 


- 


Sea v un vector en un espacio de productos interiores V. 


(a) Demuestre que el conjunto de todos los vectores en V ortogonales a v for- 
ma un subespacio de V. 


.(b) Describa el subespacio geométricamente en R? y R? con el producto eucli- 


diano interior. 


Pruebe la generalización siguiente del teorema 17. Si v,, v2,..., VW son vecto- 
res ortogonales por pares en un espacio de productos interiores V, entonces 


112 
2 


[lvi ae e A a A = ijel? -wv Hoep IAIK 


Pruebe las siguientes partes del teorema 16. 


(a) parte L1 (b) parte L2 (c) parte L3 (d) parte D] 
(e) parte D2 (£) parte D3 (g) parte D4 


Aplique métodos vectoriales para probar que un triángulo inscrito en un círcu- 
lo y que tiene a uno delos diámetros como lado debe ser un triángulo rectángulo. 
(Sugerencia. Exprese los vectores AB y BC de la figura que sigue en términos 
de u y v.) 
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26. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo). Suponga que C [0, m] tiene el 
producto interior 


<f. g) = Ñ SW dx 


y que f, = cos nx (n = 0, 1, 2,...). Demuestre que si k + l, entonces fy y f; 
son ortogonales con relación al producto interior dado. 


4.9 BASES ORTONORMALES; PROCESO DE GRAM-SCHMIDT 


En muchos problemas referentes a espacios vectoriales, la selección de una base para el es- 
pacio se hace según convenga al que lo resuelve. Naturalmente, la mejor estrategia es ele- 
gir la base a fin de simplificar la solución del problema a la mano. En los espacios de pro- 
ductor interiores, el mejor procedimiento a menudo es elegir una base en la que todos los 
vectores sean ortogonales entre sí. En esta sección se muestra cómo es posible construir 
esas bases. 


Definición. Se dice que un conjunto de vectores en un espacio de productos interiores es 
un conjunto ortogonal si todas las parejas de vectores distintos en el conjunto son ortogo- 
nales. Un conjunto ortogonal en el que cada vector tiene norma 1 se conoce como orto- 
normal. 


Ejemplo 53 


Sea 


l 1 1 1 
= (0, 1, 0), = .0,— |, =| —, 0, -—=|. 
“0.10, v= (0) =o) 


El conjunto S = ([v,, Y2, va Jes ortonormal si R? tiene el producto euclidiano interior, 
ya que 


«Va V2) = «VW, Y3) = CY, 139 =0 


Ivl = [vll = [v= 1 
Ejemplo 54 


Si v es un vector diferente de cero en un espacio de productos interiores, entonces, por la 
propiedad L3 de la figura 4.8, el vector 


1 


IM 


v 
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tiene norma 1, dado que 


mts 


Este proceso de multiplicar un vector diferente de cero v por el recíproco de su longitud, 
a fin de obtener un vector de norma 1, se denomina normalización de v. 

El interés de encontrar bases ortonormales para espacios de productos interiores es, 
en parte, motivada por el teorema que sigue, el cual muestra que es excepcionalmente 
sencillo expresar un vector en términos de una base ortonormal. 


Teorema 18. Si S= [v,,Vz,... , Yn Jes una base ortonormal para un espacio de produc- 
tos interiores V y u es cualquier vector en V, entonces 


AER ESA 


Demostración. Supuesto que S = (fv,, V2, ...., Vn Jes una base, un vector u se puede 
expresar en la forma i 


u= kyi tkati kwa 


Se completa la demostración al demostrar que k; = < u, v; > parai=1,2, ... , h. Para 
cada vector v; en S se tiene 


CU, vi> = Cki Yi + kaya + 000 + Ko Vas Vi? 
= kY Yi) H kal Waz, VO Hoe Ko Vi) 


Dado que S= {v; , V2, . . . , Ya } es un conjunto ortonormal, se tiene 


[Ya Y = ilv]? = 1 y [va Y ¡2 =0 ifj#i 


Por tanto, la ecuación anterior se simplifica hasta 


<u, vo = ki 0 
Ejemplo 55 
Sea 
v,=(0,1,0), v¿=(-5.0,5, v3=(3,0,5) 


Es fácil comprobar que S = (v,, V2, V3 } es una base ortonormal para R°, con el produc- 
to euctidiano interior. Exprésese el vector u = (1, 1, 1) como una combinación lineal de 
los vectores en $. 


Solución. 


(uv»)=1  <(uv)>=-i y Lu, Ya) =¿ 
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Por tanto, por el teorema 18, 
u= y, — 413430 
es decir, 
(1.1.1)=(0.1.0)— H-23.0.2)++3(4.0. 3) 
A partir de este ejemplo, debe ser evidente la utilidad del teorema 18, si se tiene 
presente que, para las bases no ortonormales, por lo común es necesario resolver un sis- 


tema de ecuaciones para expresar un vector en términos de una base. 


Teorema 19. Si S= [v,,v2,* ° * . Vp ) es un conjunto ortogonal de vectores diferentes de 
cero en un espacio de productos interiores, entonces S es linealmente independiente. 


Demostración. Supóngase que 
kiwi + kava e Y End E 0 (4.24) 
Para demostrar que § = [v,, vz, ...., Vy ) es linealmente independiente, se debe probar 
que kı =k, ze... =Kk» =0. 
Para cada v; en S, con base en (4.24) se deduce que 
<k iv + ko tete t KAY O) =<0, 1) =0 


o, de modo equivalente, 


IE AD AIDA) 
Por la ortogonalidad de S, < VIV >=0 cuando] *i,de modo que esta ecuación se reduce a 
Kk¡<Vio vò = 0 
Ya que se supone que los vectores en S son diferentes de cero, < v, v; > #0, por el axio- 
ma de positividad para los productos interiores. Por tanto, k; = 0. Ya que el súbíndice i 
es arbitrario. se tiene k; =k; =° + + =k, =0; por tanto, $ es linealmente independiente. 


Ejemplo 56 


En el ejemplo 53 se demostró que 


1 I 1 1 
y, =(0, 1.0) .=( 0. ) y =( ¿Di = 2) 
EAS q2 y2 


forman un conjunto ortonormal con respecto al producto euclidiano interior sobre R?. 
Por el teorema 19, estos vectores forman un conjunto linealmente independiente. Por tan- 
to. ya que R? es tridimensional. S= (v, ,vz, V3 ) es una base ortonormal para R?. 
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Ahora se considera el problema de construir bases ortonormales para espacios de 
productos interiores. La demostración del resultado preliminar siguiente se analiza en 
los ejercicios que están al final de esta sección. 


Teorema 20. Sea V un espacio de productos interiores y ÍW,,V2, ... , Vp } un conjunto 
ortonormal de vectores en V. Si W denota el espacio generado por V1, Va, ...., Vr, €n- 
tonces todo vector uen V se puede expresar en la forma | 


U=W, +W 
en donde w, está en W y w, es ortogonal a W al hacer 


w, = Cu, vi> V; + <U, VA + <u, v, Yy, (4.25) 


w, =u — CU, Y Y, — Cu, V2 Ya — 000 — <u, Y, 9 Y, (4.26) 


(Véase la figura 4.11 en donde se tiene una ilustración en R?.) 

Con la motivación de la figura 4.11, a w, se le da el nombre de proyección ortogo- 
nal de u sobre W y se denota por proy,,u. El vector w, = u — proy,,u se conoce como 
componente de u ortogonal a W. 


Ejemplo 57 


Supóngase que R? tiene un producto euclidiano interior y que W es el subespacio genera- 
do por los vectores ortonormales v, = (0, 1,0) y v, = E ,0, 2) La proyección orto- 
gonal de u=(1, 1, 1) sobre W es 


proyw U = <u, V,2V, + <u, v2)V2 


m (5, l, -5) 
El componente de u ortogonal a W es 


u — proyw ù = (1,1, 1) — (5, 1, -5) = (4, 0, 35) 


Obsérvese que u — proy,,u es ortogonal tanto a v, como a v3, de manera que este vector 
es ortogonal a cada vector en el espacio W generado por v; y vz, como debe ser. 


Figura 4.11 
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u2-proy , us 


Wi 


y Proy yy, U2 


Figura 4,12 


Ahora se tienen los elementos necesarios para probar el resultado principal de esta 


sección. 


Teorema 21. Todo espacio de productos interiores diferente de cero y de dimensión fini- 
ta tiene una base ortonormal. 


Demostración. Sea V cualquier espacio de productos interiores diferente de cero y con 
dimensión », y supóngase que S = {u;, uz, .....,U, ) es cualquier base para V. La suce- 
sión siguiente de pasos produce una base ortonormal (v,,vz, . . - Y, ) para V. 


Paso 1. 


Paso 2. 


Paso 3. 


Sea v; =u,/llu, IL El vector v; tiene norma 1. 


Para construir un vector vz de norma | que sea ortogonal a v; , se calcula la com- 
ponente de u, ortogonal al espacio W, generado por v, y, a continuación, se nor- 
maliza; es decir, 


eran T PEO dos, ape ar LU. Y YY, 
=> Ju, = proxy, us|} [jus — <u. v,> 4] 


(figura 4.12). Por supuesto, si u, —<uz, Y, >v; =0, no se puede llevar a cabo 
la normalización. Pero esto no puede suceder ya que entonces se tendría 


lo cual afirma que uz es un múltiplo de u; , y contradice la independencia lineal 
de la base $= (u,,Uz, ..., Up} 


Para construir un vector v3 de norma 1 que sea ortogonal tanto a v; como a vz, se 
calcula la componente de uz ortogonal al espacio W, generado por v; y V2, y 
se normaliza (figura 4.13); es decir 


ypa y 57 POE, Ma _ Uy — <u, Y,2V, — <Uz, V29 Y 
a 


|u; — Proy», ua || [uz — (u3. Y ¡2Y] — <Uy, v2>val| 


Como en el paso 2, la independencia lineal de {u; , u2,. . . , u, ) asegura que 
Uz —< u3, Y] > vı — <u, V2 > v2 #0 de modo que siempre se puede efectuar 
la normalización. Los detalles se dejan como ejercicio. 
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U3 —PrOy,,, ug 


Figura 4.13 


Paso 4. Para determinar un vector va de norma 1 que sea ortogonal a vi, Vz y V3, se 
calcula la componente de u4 ortogonal al espacio W3 generado por vi, V2 y 
v, y se normaliza. Por tanto, 


¿naa PE, Ma 1: Be T (Uy, Y 2V1 — (U4, V29 Y2 — CU, V32 V3 
i |u — Pror, u4|| lluna — (Ma, V12V1 — <ua, V2) V2 — <Ua, v3>val| 


v 


Al continuar de esta manera, se obtiene un conjunto ortonormal de vectores, {v;, 
Va, +... , Van } . Supuesto que V es de dimensión n, y todo conjunto ortonormal es lineal- 


mente independiente, el conjunto {v; , V2, . . - Vn Jes una base ortonormal para V. 
La construcción paso a paso que acaba de darse, para convertir una base arbitraria 
en una base ortonormal, se conoce como proceso de Gram-Schmidt.* Se puede demostrar 


que, en cada paso de este proceso, los vectores V3, V2, . . . Vx forman una base ortonor- 
mal para el subespacio generado por u4, uz, ... Uk. 
Ejemplo 58 


Considérese el espacio vectorial R? con el producto euclidiano interior. Aplíquese el pro- 
ceso de Gram-Schmidt para transformar la base u, =(1, 1,1), u, =(0, 1, 1), uz =(0, 0, 1) 
en una base ortonormal. 


Solución. 


Paso l. v, = ", -u(i 1 5) 
os Mallas EFE 


Paso 2. u, —proy w, U, = u, — <u, V,PV, 


“Jörgen Pederson Gram (1850-1916). Actuario danés. 
Erhardt Schmidt (1876-1959). Matemático alemán. 
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Por tanto, 


y = Ma —PIOY y, My 3 (-: 1 )( 1 = 
2 luz —proy y, wal] y6X 333 J6 J6 J6 


Paso 3. u, —proyy, U, = Uz — <U}, V; >V; — <Uz, V2V3 


0.0, 1) E (5 LAN =) - z(- 2 ka z) 
V3 V3 V3 43) y6xX y6 y6 y6 


Por tanto, 
u3 — PTOY y u; p 1 5) ( 1 1 ) 
Y = ¡ | — 2 =vy210,-2,3)= Q E——,— 
AA E FA 
Por consiguiente, 
» ( 1 l 1 ) ( a ve 1 ) k (o 1 1 ) 
A E es E, ¿e A, Me a rs al = aae 1 Sms 
e A ee ido lll Oo — y2 y2 


forman una base ortonormal para R?, 


OPCIONAL 


Las siguientes consecuencias del proceso de Gram-Schmidt tienen numerosas aplicaciones, 
algunas de las cuales se analizan en la sección 7.2. El lector contará con las bases necesa- 
rias para leer estas aplicaciones, después de completar esta sección opcional. 


Teorema 22. (Teorema de proyección). Si W es un subespacio de dimensión finita de un 
espacio de productos interiores V, entonces todo vector u en V se puede expresar exacta- 
mente de una manera como 


u=w +W: 
en donde w, está en W y w, es ortogonal a W. 


Demostración. La demostración se realiza en dos partes. Primero es necesario encontrar 
los vectores w, y wz con las propiedades enunciadas y, a continuación, se debe demostrar 
que estos son los únicos vectores con esas propiedades. 

Por el proceso de Gram-Schmidt, existe una base ortonormal (v,,v2,..., Vp ) para 
W, de modo que W = lin {v; , v2, - . . , Y } . Por tanto, por el teorema 20, los vectores 


Wi =pPr0yYy U y W, = U — proy y u 
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tienen las propiedades enunciadas en este teorema. Para hacer ver que estos son los únicos 
vectores con estas propiedades, supóngase que también se puede escribir 


U=W, +w (4.27) 
en donde w', está en W y w’, es ortogonal a W. Si (4.27) se resta de la ecuación 
u=w +W, 
se obtiene 
0 = (w; — wi) + (w3 — w2) 
“9 bien, 
wow =W>,— > (4.28) 


Supuesto que w, y w% son ortogonales a W, su diferencia también será ortogonal a W, ya 
que para cualquier vector w en W se puede escribir 


LW, Wa — wi) = Cw, wi — <ww,>=0-0=0 


Pero el propio w — wz es un vector en W, ya que, por (4.28), es una diferencia de dos 
vectores en el subespacio W. Por tanto, w’ — wa debe ser ortogonal a sí mismo, es decir, 


LW) — w, W>) —w>,>=0 


Pero esto implica que w% — w, =0, por el axioma 4 para los productos interiores. Como 
consecuencia, W = wz y, por (4.28), wi =W- 

Si P es un punto en el espacio tridimensional] común y W es un plano que pasa por 
el origen, entonces el punto Q en W, más próximo a P, se obtiene al bajar una perpendi- 
cular de P a W (figura 4.144). Por tanto, si se hace u = OP, entonces la distancia entre P y 
W está dada por 


|lu — proyw ul| 


En otras palabras, entre todos los vectores w en W, el vector w = proywu minimiza la dis- 
tancia lu — wll (figura 4.14b). 


P 


u — proywu 


(a) (b) 
Figura 4.14 
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Hay otra manera de concebir esta idea. Considérese a u como un vector fijo del que 
se desearía obtener una aproximación mediante un vector en W. Cualquier aproximación 
w de ese tipo conducirá a un “vector de error” 

U—w 
el cual, a menos que u esté en W, no se puede hacer igual a 0. Sin embargo, al hacer 
w =proyy U 
se puede tener la longitud del vector de error 
|lu — wl| = [lu — proyw u| 

tan pequeña como sea posible. Así entonces, es posible describir la proy wu como la “me- 
jor aproximación” para u por medio de los vectores en W. El teorema que sigue hace más 
precisas estas ideas intuitivas. 
Teorema 23. (Teorema de la mejor aproximación). Si W es un subespacio de dimensión 


finita de un espacio de productos interiores V, y si u es un vector en V, y si u es un vector 
en V, entonces pro y wues la mejor aproximación para u tomada de W, en el sentido de que 


[u — provw ul] < ju — wl 
para todo vector w en W diferente de proywu. 
Demostración. Para cualquier vector w en W se puede escribir 
u — w = (u — proyw u) + (proyy u — w) (4.29) 


Pero proywu— w, al ser una diferencia de vectores en W, está en W; y u — proy wu es orto- 
gonal a W, de modo que los dos términos del segundo miembro de (4.29) son ortogonales. 
Por tanto, por el teorema de Pitágoras (teorema 17 de la sección 4.8) 


llu — wl|? = [lu — proyw ul]? + ||proyw u — w|]? 
Si w F proywu entonces el segundo término de esta suma será positivo, de modo que 
|lu — w|? > [lu — proyy ul? 
o, de manera equivalente, 
ju — w|] > [Ju —proyw ul| 8 


En la sección 7.2 se dan aplicaciones de los últimos teoremas. 
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EJERCICIOS 4.9 


1. 


DANA 


Suponga que R? tiene el producto euclidiano interior. ¿Cuáles de los siguientes 
forman conjuntos ortonormales? 


l 1 1 I i 
(a) (1, 0), (0, 2) (b) (5 - dG 5) 
y2 y v2 y2 


l 1 l l 
(c) SÁ -2) (d) (1.0), (0, 0) 
y2 y v2 v2 


Suponga que R? tiene el producto euclidiano interior. ¿Cuáles de los siguientes 
forman conjuntos ortonormales? 


PES A 
(b) (3.-4.8. 6,3.-3 (4.3.4 


1 
1,0,0), (0. leo (0.0, 1 
(o) í A ) 


Suponga que P, tiene el producto interior del ejemplo 45. ¿Cuáles de los siguien- 
tes forman conjuntos ortonormales? 


3 1 ] 2 
(a) ¿- ¿+4 4444. girt (b L xt AA 
v? v? 


Suponga que Man tiene el producto interior del ejemplo 44. ¿Cuáles de los si- 
guientes forman conjuntos ortonormales? 


OEE 


1 1 2 3 
Sean x=f-=. == nd AS 
a = d j k W 2) 


Demuestre que (x, y} es ortonormal si R? tiene el producto interior (u, v) = 
3u v, + 2u2v3, pero no es ortonormal si R? tiene el producto euclidiano interior. 


Demuestre que 
m =(1,0,0,1)m, =(— 1.0.2. 1) 0, =(2.3.2. —-2 0, =(-1.2.-1.1 


es un conjunto ortogonal en R° con el producto euclidiano interior. Normalizan- 
do cada uno de estos vectores, obtenga un conjunto ortonormal, 
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7. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Suponga que R? tiene el producto euclidiano interior. Aplique el proceso de 
Gram-Schmidt para transformar la base (u, , uz) en una base ortonormal. 


(a) u, = (1, — 3), u, = (2, 2) (b) ua, = (1, 0), u, = (3, — 5) 


. Suponga que R? tiene el producto euclidiano interior, Aplique el proceso de 


Gram-Schmidt para transformar la base (u,, us, uz } en una base ortonormal. 


(a) u, =(1,1,1),u, = (— 1, 1, Ok 4, = {L 2, 1) 


(b) u, = (1, 0, 0), 4, = (3,7, — 2), u, = (0, 4, 1) 


. Suponga que R* tiene el producto euclidiano interior, Aplique el proceso de 


Gram-Schmidt para transformar la base (u;, tz, U3, U4 ) en una base ortonor- 
mal 


u, =(0,2,1,0) u, = (1, — 1.0.0). u, =(1,2,0, — 1), u, = (1,0,0, 1) 


Suponga que R? tiene el producto euclidiano interior. Encuentre una base orto- 
normal para el subespacio generado por (0, 1, 2), (~1, 0, 1). 


Suponga que R? tiene el producto interior (u, v)=u¡v, +2u, va + 3uzv3. Apli- 
que el proceso Gram-Schmidt para transformar 


u=(1,1,0 u, =(1,1,0) u, = (1. 0, 0) 
en una base ortonormal, 


El subespacio de R? generado por los vectores u = 13 0, -3 y u, = (0, 1,0) 
es un plano que pasa por el origen, Exprese w =(1,2,3)en lä forma w = w, + 
w2, en donde w, está en el plano y wz es perpendicular al plano. 


Repita el ejercicio 12 con u, =(1, 1, 1) y u, =(2, O, —1). 

Suponga que R* tiene el producto euclidiano interior, Exprese w = (—1, 2, 6, 0) 
en la forma w =w; + w,, en donde w, está en el espacio W generado por u; = 
(—1, 0, 1, 2) y w =(0, 1, 0, 1), y w, es ortogonal a W. 

Sea [v,, vz, V3 } una base ortonormal para un espacio de productos interiores 
V. Demuestre que si w es un vector en V entonces llw]l? =<w, v, >? + <w, va > 


+<w, v3>?, 


Sea (v¡,VY2,... , Vn } una base ortonormal para un espacio de productos inte- 
riores V., Demuestre que si w es un vector en V, entonces 


wlj? = <w. O? ECW YT A Cw v 


En el paso 3 de la demostración del teorema 21, se afirmó que: “la independen- 
cia lineal de (u,, U2, ..., u, }asegura que 


Uy -= <U Y ~ Uy, Yay Ya 0." 


Pruebe esta afirmación. 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


ESPACIOS VECTORIALES 


Pruebe el teorema 20. 
(Sugerencia. Demuestre que el vector w; de (4, 25) está en W, el vector w, de 
(4.26) es ortogonal a W y que u=w;, +w,. 


(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Suponga que el espacio vecto- 
rial P, tiene el producto interior 


<p. q> = E ¿PDA Lo dx 


Aplique el proceso de Gram-Schmidt para transformar la base estándar S = { 1, x, 
x? ) en una base ortonormal. (Los polinomios de la base resultante reciben el 
nombre de los tres primeros polinomios normalizados de Legendre.) 


(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo. ) Aplique el teorema 18 para 
expresar los siguientes polinomios como combinaciones lineales de los tres poli- 
nomios normalizados de Legendre (ejercicio 19). 


la) i + x+4x? (b) 2 -= 7x* lc) 4 + 3x 


(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Suponga que P, tiene el pro- 
ducto interior 


(9.9) = f poao ds 


Aplique el proceso de Gram-Schmidt para transformar la base estándar S = (1, 
x, x? } en una base ortonormal. 


(Para los lectores que hayan estudiado el material opcional de esta sección.) 
Halle el punto Q del plano 5x — 3y + z =0 más próximo a P(1, —2, 4) y deter- 
mine la distancia entre el punto P y el plano. (Sugerencia. Imagine el plano 
como un subespacio W de R?, con el producto euclidiano interior, y aplique el 
teorema 23.) 


(Para los lectores que hayan estudiado el material opcional de esta sección.) Halle 
el punto Q de la recta 


x= 
TENET -7 <I<+ 2 
z=4 


más próximo a P(—4, 8, 1). (Sugerencia. Vea la sugerencia que se da en el ejerci- 
cio anterior.) 


4.10 COORDENADAS; CAMBIO DE BASE 


Existe una estrecha relación entre la noción de base y la de sistema de coordenadas. En 
esta sección se desarrolla esta idea y se analizan también resultados acerca del cambio de 
bases para los espacios vectoriales. 
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Figura 4.15 


En la geometría analítica plana, se asocia una pareja de coordenadas (2, b) con un 
punto P en el plano, aplicando dos ejes perpendiculares de coordenadas. Sin embargo, tam- 
bién es posible introducir coordenadas sin hacer referencia a los ejes, utilizando vectores. 
- Por ejemplo, en lugar de introducir ejes de coordenadas, como en la figura 4.154, considé- 
rense dos vectores perpendiculares v; y vz, cada uno de longitud 1, y con el mismo punto 
inicial 0. (Estos vectores forman una base para R?.) Al bajar perpendiculares desde un pun- 
to P hacia las rectas determinadas por v; y v,, se obtienen los vectores av, y bv, tales que 


OP = av, + hw, 


(figura 4.155). Es evidente que los números a y b que acaban de obtenerse son los mismos 
que las coordenadas de P, relativas al sistema de coordenadas de la figura 4.154. Por con- 
siguiente, las coordenadas de P se pueden concebir como los números necesarios para ex- 
presar el vector OP en términos de los vectores base vi y vz. 

Para los fines de asociar coordenadas a los puntos en el plano, no es esencial que los 
vectores base v; y v, sean perpendiculares o que tengan longitud 1;basta cualquier base para 
R?. Por ejemplo, utilizando los vectores base v; y vz de la figura 4.16, se puede asociar 
una pareja única de coordenadas a un punto P, proyectando P paralelo a los vectores base, 
para hacer que OP sea la diagonal de un paralelogramo determinado por los vectores av; y 
by, ; por tanto 


OP = av; + by, 


Figura 4.16 
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Es posible considerar (a, b) como las coordenadas de P, relativas a la base {v; , vz } . Esta 
noción generalizada de coordenadas es importante, porque se puede extender a espacios 
vectoriales más generales. Pero primero son necesarios algunos resultados preliminares. 

Supóngase que $ = [v,, V2, ... , Yn } es una base para un espacio vectorial de dimen- 
sión finita V. Dado que $ genera a V, todo vector en V se puede expresar como una com- 
binación lineal de los vectores en $. Es más, la independencia lineal de S asegura que hay 
una manera única para expresar un vector como una combinación lineal de los vectores en 
S. A fin de ver por qué, supóngase que un vector v se puede escribir como 


v 


CVa P CW Heee ENa 
y también como 
v= kiv + KaYa Hite KWa 
Al restar la segunda ecuación de la primera da 
0 = (c; = kivi + (ca — Kaa ieo t (e, — Kpn 


` Ya que el segundo miembro de esta ecuación es una combinación lineal de los vectores en 
S, la independencia lineal de S implica que 


c¡—k,=0, ca=k>=0,...,0—Kk,=0 
es decir, 
tS Ka E EN ER 
En resumen, se tiene el siguiente resultado: 


Teorema 24. Si S = [v,, Ya, ... , Ya } es una base para un espacio vectorial V, entonces 
todo vector v en V se puede expresar en la formav=c,Y; +CV +... + Cp Wa, exacta- 
mente de una manera. 

SiS = ([v,,v2,... , Vy } esuna base para un espacio vectorial de dimensión finita V y 


ya CY) + Cv) a A Cava 


es la expresión para v en términos de la base 5, entonces los escalares ci, €32, ..., Cy se 
denominan coordenadas de v relativas a la base S. El vector de coordenadas de v relativo 
a $ se denota por (v)s y es el vector en R” definido por 


(Vis = [Cp la... Ca) 


La matriz de coordenadas de y relativa a $ se denota por [v]s y es la matriz de n X 1 defi- 
nida por 
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Ejemplo 59 


En el ejemplo 28 de la sección 4.5 se mostró que S = fv,, V2, V3 ) es una base para R?, 
en donde y, =(1, 2, 1), vz =(2, 9, 0) y v3 =(3, 3, 4). 


(a)  Encuéntrese el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas de v = (5, —1, 9) 
con respecto a'S, 
(b) Encuéntrese el vector ven R? cuyo vector de coordenadas con respecto a $ sea (v)s 
= (1, 3, 2). 
Solución faj. Es necesario encontrar los escalares c1, C2, C3 tales que 
V=C¡V¡ F CVa + C3V 
o, en términos de componentes, 


(5. 1.9 =c,(1.2.1)+0c,2,9,0) + c3(3, 3, 4) 


Al igualar las componentes correspondientes se obtiene 


úl eS 205 añ dc, E 5 
20, + 9c, + 3c; = —] 
Ci +4; = 9 


Al resolver este sistema se obtiene Cc, = 1, e, = 1, c3 =2. Por tanto, 


i 
(Ms = (1. —1.2) y [v]y=| =1 
2 


Solución bj. Aplicando la definición del vector de coordenadas (v),, se obtiene 
y =(—1)y, + 3v; + 2v; =(11, 31, 7) 
Los vectores y las matrices de coordenadas dependen del orden en el que se escri- 
ban los vectores base; un cambio en el orden de los vectores base conduce a un cambio co- 
rrespondiente en el orden de los elementos de las matrices y los vectores de coordenadas. 


Ejemplo 60 


Considérese la base S = (1, x, x? ) para P}. Por simple observación, el vector y la matriz 
de coordenadas con respecto a S, para un polinomio p =8ọ +a,x +a,x?, son 


do 


(p)s = (Ao, ay, 47) y [p]s= |a 
42 
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Ejemplo 61 


Supóngase que se introduce un sistema de coordenadas rectangulares xyz en el espacio tri- 
dimensional y considérese la base estándar S = (i, j, k } , en donde 


i=(1,0,0) j=(0,1,0) y k=(0,0, 1) 
Si, como en la figura 4.17, v= (a, b, a) es cualquier vector en R?, entonces 
v = (a, b, c) = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, O, 1) = ai + bj + ck 
lo cual significa que 
v = (a, b, c) = (v)s 


En otras palabras, las componentes de un vector v relativas a un sistema de coordenada: 
rectangulares xyz son las mismas que las coordenadas de v, relativas a la base estándal 
ijk}. 


Ejemplo 62 
SiS= {vi, Va, ... , Vn } es una base ortonormal a un espacio de productos interiores V 
entonces, por el teorema 18 de la sección 4.9, la expresión para un vector u en términos 
de la base S es 

u= <u, OAZ + <u, Ya Y A <u, Va? Yn 
lo cual significa que 


(u)s = (<u, vi», lu, v2), tos <u, Vn?) 


<u, v>» 
| <u, v2) 
[u]s = | ; 


<u, Y, > 


(a, b, c) 
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Por ejemplo, si 


Y; = (0, 1, 0), Y = (—$,0, 3, V3 > (3, 0, $ 


entonces, como se observó en el ejemplo 55 de la sección 4.9, S = [v,, V2, V3 } es una 
base ortonormal para R?, con el producto euclidiano interior. Si u=(2,—1, 4), entonces 


<u, vi> = 1; <u, v2) + $, <u, V3» = 4 


de modo que 


Las bases ortonormales para los espacios de productos interiores son convenientes 
porque, como los muestra el siguiente teorema, muchas fórmulas conocidas se cumplen 
en esos espacios. 


Teorema 25. Si S es una base ortonormal para un espacio de productos interiores con n 
dimensiones y si 


(U)s = (Ui, Uz,..., Uy) y (Vs = (Vis 02,-. +, Un) 


entonces 


(a) []u|| = Ju? + už + jt u? 


(b) du, v) = y(u; — v)? + (uz — v2)? ai +07 Va)? 
(c) <u, v> = Uu] SE u2U2 O Unbr 


En los ejercicios se analizan las demostraciones y algunos ejemplos numéricos. 
Ahora se pasa al problema principal de esta sección. 


Problema del cambio de base. Si se cambia la base para un espacio vectorial, de cierta base 
B a otra nueva B”, ¿en qué forma está relacionada la matriz de coordenadas en aquélla, 
[vlg, de un vector v con la nueva matriz de coordenadas [v] yg»? 

Por sencillez, se resolverá este problema para los espacios bidimensionales. La solu- 
ción para los espacios con n dimensiones es semejante y se deja como ejercicio. Sean 


B =(u,, u2} y B' = {u}, u3} 


las bases inicial y nueva, respectivamente. Se necesitan las matrices de coordenadas para 
los vectores base iniciales, con relación a la nueva base. Supóngase que son 


J= f y P | (4.30) 
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es decir, 


u, = qu, + bus (4,31) 


u, = cu, + du, 


Sea ahora v cualquier vector en V y 


[v]a = Pi (4.32) 


la matriz de coordenadas inicial, de modo que 
v= ku, + k (4.33) 


Para encontrar las nuevas coordenadas de v, se debe expresar v en términos de la nueve 
base B’. Para hacerlo, se sustituye (4.31) en (4.33). Esto conduce a 


v= kilau, + buy) + ko(cu + du,) y 
o bien, 
y = (ka + kcu, +(k,b + kdu 
Por tanto, la nueva matriz de coordenadas para v es 
kya + kxe 
Dies < + a 
la cual se puede volver a escribir como 


meii S 


o, con base en (4,32), 


mafi gles 


En esta ecuación se afirma que es posible obtener la nueva matriz de coordenadas [v] ' 
multiplicando la matriz de coordenadas inicial, [v]g, del primer miembro, por la matriz 


a c 
P= 
b d 
cuyas columnas son las coordenadas de los vectores base iniciales, con relación a la nuev: 


base (véase 4.30). Así entonces, se tiene la solución siguiente del problema del cambic 
de base. ; 
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Solución del problema del cambio de base. Si se cambia la base para un espacio vectorial 
V, de cierta base dada B = {u;, W2, ... , U, } hacia otra nueva base B'= {u ,W,..., Un}, 


entonces la matriz de coordenadas inicial, [v]g, de un vector v está relacionada con la nue- 
va matriz de coordenadas [v]g', por medio de la ecuación 


Lv]s: = Plvls (4.34) 


en donde las columnas de P son las matrices de coordenadas de los vectores base iniciales 
con relación a la nueva base, es decir los vectores columnas de P son 


[u, ]z.. [u;]e irjak [u, Js 
Simbólicamente, la matriz P se puede escribir 
P= [Ewe 1 Codo i =A Cade 


esta matriz se conoce como matriz de transición de B hacia B’. 
Ejemplo 63 


Considérense las bases 


para R?, en donde 


E 
| 
O — 
el 
Ss 
hs 
II 
— © 
¡do 
£. 
i 
nia 
Ly 
ES 
to 
Ii 
— lv 
Boi 


(a) Hállese la matriz de transición de B hacia B'. 
(b) Usese (4.34) a fin de hallar [v]g”, si 


Solución (a). En primer lugar deben encontrarse las matrices de coordenadas para los vec- 
tores base iniciales, u, y uz, en relación con la nueva base B’. Al seguir el procedimiento 
del ejemplo 59a, el lector debe poder demostrar que 


u, = ~u, +u, 
u= 24, ~u 


(verifíquese), de modo que 


E O 
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Por tanto, la matriz de transición de B hacia B’ es 


Aa 


Solución (bj. Por simple observación, 


=f 


de modo que al aplicar (4.34) y la matriz de transición del inciso (a), 


-1 2||7 -3 
A 
Es posible que el lector desee verificar este resultado, comprobando que v =— 3u; + 5w. 


Ejemplo 64 (Aplicación a la rotación de los ejes de coordenadas.) 


En muchos problemas, se da un sistema de coordenadas rectangulares xy y se obtiene un 
nuevo sistema de coordenadas x'y”, al hacer girar el sistema xy en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj, alrededor del origen, para describir un ángulo 0. Cuando se hace 
esto, cada punto O en el plano tiene dos conjuntos de coordenadas: las coordenadas (x, y), 
relativas al sistema xy, y las coordenadas (x', y”), relativas al sistema x'y” (figura 4.184). 

Al introducir los vectores unitarios u; y w, a lo largo de los ejes x y y positivos y 
los vectores unitarios u} y W, a lo largo de los ejes x' y y” positivos, se puede considerar 
esta rotación como un cambio desde una base B = (u, , uz ) hasta una nueva base B’ = (uy, 
uz } (figura 4.18). Por tanto, las nuevas coordenadas (x', y”) y las coordenadas iniciales 
(x, y) de un punto Q están relacionadas por 


xí x 
l q T: p| l (4.35) 

y y 
en donde P es la transición de B hacia B*. Para encontrar P, deben determinarse las matri- 
ces de coordenadas de los vectores base iniciales u4 y uz, con relación a la nueva base. 
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’ 


T 
G 0) 
0 
TT 
cos (3 0) 
(d) 
Figura 4.184 


Como se indica en la figura 4.18c, las componentes de u, en la nueva base son cos ĝ y 


—sen 09, de modo que 
cos 0 
Lu, Js = Ñ ad 


en tanto que, como se indica en la figura 4.18d en seguida las componentes de u, en la 
nueva base son cos(n/2 — 6) = sen 0 y sen(/2 — 0) = cos 0, de modo que 


p[i] 


Por consiguiente, la matriz de transición de B hacia B' es 


E cos senð 
| —senð cos®ð 


S cosg send ||x (4.36) 
Y —seng cos0|| y 


y (4.35) queda 


o, de modo equivalente, 


x cos O + y sen O 


< 
I 


yY = —xX sen + y cos 0 


Por ejemplo, si se hacen girar los ejes 9 = 45° entonces, puesto que 


sen 45° = cos 45” = ia 
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(4.36) queda 
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¡UA 
tol 
| 
—= N 
Le 
Il 
as 
tu 


2 
ya) 


de modo que las nuevas coordenadas de O son (x”, y") =(1/V/2, -3/42). 


Ejemplo 65 (Aplicación a la rotación de ejes en el espacio tridimensional.) 


Supóngase que se hace girar un sistema de coordenadas rectangulares xyz, alrededor de su 
eje z, en sentido contrario al de las manecillas del reloj (si se mira hacia abajo a Jo largo 
del eje positivo z), hasta describir un ángulo 0 (figura 4,19). Si se introducen los vectores 
unitarios u,, 1, y uz, a lo largo de los ejes x, y y z positivos, y los vectores unitarios u4, uz 
y us, a lo largo de los ejes x', y' y z’ positivos, es posible considerar la rotación como un 
cambio desde la base B= {u; , uz, uz } hacia la nueva base B’ = fu, , uz, uz }, Con base en 
lo desarrollado en el ejemplo 64, debe resultar evidente que 


cos 0 sen 0 
[u, Ja, =| —sen 0 y [u,],. = | cos 0 
0 ] 
# z 
+ 
ug uz 
1 y 
A 
tasa 


Figura 4.19 
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Es más, supuesto que uz se extiende 1 unidad hacia arriba del eje positivo z’, 


o! 
[uz], =|0 
1 


Por tanto, la matriz de transición de B hacia B’ es 


cos senf 0 
— senl coso 0 
0 0 1 


y las coordenadas iniciales (x, y, z) de un punto O están relacionadas con sus nuevas coorde- 
nadas (x”, y”, z') por 


xX cos® send 0O||x 
y |=|—sen0 cosð 0|| y 
A 0 0 lila 


Ejemplo 66 


Considérense los vectores 


.[:)o-[-[1)=-] 


En el ejemplo 63 se encontró la matriz de transición de la base B = (u,, uz }para R? hacia 
la base B" = {u}, u, ). Sin embargo, también es posible preguntar acerca de la matriz de 
transición de B’ hacia B. Para obtener esta matriz, simplemente se cambia el punto de vis- 
ta y se considera a B' como la base inicial y a B como la base nueva, Camo es costumbre, 
las columnas de la matriz de transición serán las coordenadas de los vectores base iniciales 
con relación a la nueva base. 

Por simple observación, 


u, =u, +) 
u, = 2U) + us 


Lu, |, = A y [uz], = H 


Por tanto, la matriz de transición de B’ hacia B es 


de manera que 
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Si se multiplica la matriz de transición de B hacia B’, que se obtuvo en el ejemplo 
63, por la matriz de transición de B’ hacia B, que se obtuvo en este ejemplo, se encuentra 


-1 2||1 2 1 0 
= = = I 
re ll elo 1 
lo cual indica que Q =P*. Como hace ver el teorema que sigue, esto no es accidental. 


Teorema 26. Si P es la matriz de transición desde una base B hacia una base B' entonces 


(aj Pes inversible 
(b) P* es la matriz de transición de B' hacia B. 


(La demostración se pospone hasta el final de la sección.) Como resumen, si P es la matriz 
de transición desde una base B hacia una base B’ entonces, para todo vector v: 


Lvls = PLv]s 
[v]: = P~'Ev]e 


El siguiente teorema indica que si P es la matriz de transición desde una base orto- 
normal hacia otra, entonces, en especial, la inversa de P se encuentra con mucha facilidad. 


Teorema 27. Si P es la matriz de transición desde una base ortonormal hacia otra base or- 
tonormal, para un espacio de productos interiores, entonces 


pri = P! 


(Se omite la demostración.) 
Para ilustrar este resultado, considérese la matriz de transición 


p= cosg sen 
| —seng cosó 
que se obtuvo en el ejemplo 64, cuando se hicieron girar los ejes de coordenadas (cambian- 


do en consecuencia la base ortonormal (u,, w ) de la figura 4.18b a la base ortonormal 
{u], u% ) ). Es fácil verificar que 


pr cos O —seng 
~ | send cos 0 
de manera que P* =P, 
Definición. Una matriz cuadrada A con la propiedad de que 
ATl1=A! 


se denomina matriz ortogonal. 
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© Como consecuencia, en el teorema 27 se afirma que una matriz de transición de una base 
= ortonormal a otra siempre es ortogonal. 


El siguiente resultado, cuya demostración se analiza en los ejercicios, facilita averiguar 
si una matriz A de n X n es ortogonal. 


Teorema 28. Las proposiciones que siguen son equivalentes: 
(a) A es ortogonal 


(b) Los vectores renglón de A forman un conjunto ortonormal en R”, con el producto 
euclidiano interior 


(c) Los vectores columna de A forman un conjunto ortonormal en R”, con el produc- 
to euclidiano interior, 


Ejemplo 67 


Considérese la matriz 


1 1 
e a, 
2 2 
A=|0 0o 1 
1 1 
AA Ng 
ly g2 


Los vectores renglón de A son 


Con relación al producto euclidiano interior se tiene 


lra] = [leall = [esl = 1 


ri'r gigrig =r ra= 


de modo que los vectores renglón de A forman un conjunto ortonormal en R? . Por tanto, 
A es ortogonal y 
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(Es posible que el lector encuentre instructivo verificar que los vectores columna de A 
también forman un conjunto ortonormal.) 

En los ejemplos 64 y 65 se consideró el problema de relacionar las coordenadas ini- 
ciales y las nuevas, cuando se llevó a cabo un cambio geométrico (rotación) en los ejes. A 
veces se presenta el problema inverso siguiente. Se conoce una relación 


Ml Proa] po (4.37) 

y bi bajy f 
entre las coordenadas iniciales y las nuevas, en donde la matriz de 2 X 2 es ortogonal, y se 
tiene interés en determinar cómo están relacionados geométricamente el sistema de coor- 
denadas xy y el sistema x'y”. La ecuación (4.37) se conoce como transformación ortogonal 


de coordenadas sobre R?, A fin de estudiar el efecto de una transformación ortogonal de 
coordenadas, considérense los vectores 


1 ol, a1 , Az 
O O il 37 pary p] 


en el sistema de coordenadas xy, e introdúzcase un sistema de coordenadas x'y”, con el eje 
x' positivo a lo largo de u;, y el eje y” positivo a lo largo de u, (figura 4,20). Debido a que 
se supone que la matriz de 2 X 2 de (4,37) es ortogonal, los vectores u} y u, son ortogo- 
nales, lo cual asegura que los ejes x’ y y' son perpendiculares. Dado que 


u, = 44, + biu 


UY) = 1,4, + hau» 


la matriz 


Figura 4,20 
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4 


(a) (b) 
Figura 4.21 


dada en (4.37) es la matriz de transición de la base (u, ,uz ) hacia la base (u, ,u, ). Eviden- 
temente, hay dos posibilidades; se puede obtener el sistema de coordenadas x'y” hacien- 
do girar el sisterma de coordenadas xy (figura 4.2 la), o bien, es posible obtener el sistema 
de coordenadas x' y” reflejando primero el sistema xy con relación al eje x y, a continuación, 
girando el sistema de coordenadas reflejado (figura 4.215). En los ejercicios $e demuestra 
que el determinante de una matriz ortogonal siempre es + ó — 1. Es más, se puede probar 
que la transformación ortogonal de coordenadas (4.37) es una rotación si 


a; da 


bi b, 


y es una reflexión seguida por una rotación ortogonal si este determinante es —1. 
De manera análoga, una transformación ortogonal de coordenádas 


- 
2 
= 

w 
=N 
a 

Se 


Eden A bh h|] yv sobre R? es una rotación si bi b, b; =1 


ta 
m~ 
a 
N 
~ 
a 
t 


y es una rotación combinada con una reflexión en uno de los planos coordenados, si este 
determinante es= 1. 


Ejemplo 68 


La transformación ortogonal de coordenadas 


pa E 
x y2 v2 Fx E 4 v 
= es una rotación ya que = |] 


238 ESPACIOS VECTORIALES 


Los ejes x' y y” positivos están a lo largo de los vectores columna 


OPCIONAL 


Demostración del teorema 26. Sea Q la matriz de transición de B' hacia B. Se demostrará 
que OP = I y, en consecuencia, se concluirá que Q = P`’ , para completar la demostración. 
'Supóngase que B = {u;, W, ..., Up } y supóngase además que 


C11 Ci2 7 Cin 
C21 C22 Y C2 
QP=]. i a 
Cri Cn2 "2 Can 


Con base en (4.34), 


[x]s = P[x]s 


[x]; = [x] 


para todo x en V. Al multiplicar toda la ecuación de arriba desde la izquierda por Q y sus- 
tituir la segunda ecuación da 


yA 
| 


lx], = 0P[x]5 (4.38) 
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para todo x en V. Al hacer x = u, en (4.38) da 


1 Cil Cia Cin || 1 
0 C21 C22 “** Cam|[0 
0 = C31 0 
0 Cni Cn2 di Cnn 0 
o bien, 
1 Cii 
0 C21 
Y |=|C31 
0 Cai 
De manera análoga, al sustituir sucesivamente x = uz, . . . , U„ en (4.38) se llega a 
C12 0 Cin 0 
C22 1 Can 0 
C32 i 0 Is y C3n = 0 
Cn2 0 Can 1 


Por tanto, OP=1 1 - 


EJERCICIOS 4.10 


1. Halle la matriz de coordenadas y el vector de coordenadas para w, con relación 
a la base S = [u,, w ). 


(a) u, =(ł, 0), uz = (0, 1); w = (3, -7) 
(b) u; = (2, =d}, u; = (3, 8), w= (1, 1) 
(c) u, = (1, 1), u, = (0, 2); w = (a, b) 


2. Halle el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas para v, con relación 
a S= ([v1, va, V3}. 


(a) v = (2, —1, 3), v, = (1, 0, 0), v, = (2, 2, 0), v3 = (3, 3, 3) 
(b) v= (5, — 12, 3), v, = (1, 2, 3), v, = (—4, 5, 6), V3 


3. Halle el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas para p, con relación a 
S= {P, P2, P3). 


(a) p=4-— 3x + x?, p, = 1, P: = x, p3 = x? 
(b) p=2 -x+ x’, p, =1 +x, p, = Í +x? p =x+x? 
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4. Halle el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas para A; con relación 
aS= (41, 42, A3, Aa } 


Pr 20 dadi gy t se li F 0 0 mI 
© |= 3 Ps: E 2 [o0 0 > Ji o0 4 jo 1 
5. En cada inciso se da una base ortonormal relativa al producto euclidiano interior. 


Aplique el método del ejemplo 62 para encontrár el vector de coordenadas y la 
matriz de coordenadas de w, 


aj Tu (= >) e =) 
a w= (el 
Ya A ga y 


6. (a) Halle w si (w)s =(6, —1, 4) y S es la base que se da en el ejercicio 2a. 
(b) Halle q si (q)5 =(3, 0, 4) y S es la base que se da en el ejercicio 3a. 
(c) Halle B si (5) =(=8, 7, 6, 3) y S es la base que se da en el ejercicio 4. 


7. Suponga que R* tiene el producto euclidiano interior y que S = [w, , wz ) es la 
3 4 4 3 
base ortonormal con wj = G ag 3» Wa = G z) Sean u, v los vectores en R? 


para los que (u)ş = (1, 1) y (Ms = (~ 1, 4). 


(a) Calcule llull d(u, v) y (u; v), aplicando el teorema 25. 
(b) Halle u y v y verifique los resultados del inciso (a), calculando llull, d (u, v) y 
(u, v? directamente. 


8. Considere las bases 8 = (u,, u, ) y B' = [v,, vz } para R?, en donde 


SA 


(a) Halle la matriz de transición de B hacia B”. 
(b) Calcule la matriz de coordenadas [w]g, en donde 


"Ls 


y use (4,34) para calcular [w ]g”. 
(c) Verifique lo que se hizo, calculando [w]y, directamente. 
(d) Halle la matriz de transición de 5' hacia 8. 


9. Repita las instrucciones del ejercicio 8 con 


EE ERESMA El 


10. Considere las bases 8 = {u; , w, us } y 8" = [v,, v2, va ) para R? en donde 
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ay 254 
Y), = —6 y Yz = -3 
4 7 


(a) Halle la matriz de transición de B hacia B’. 
(b) Calcule la matriz de coordenadas [w] y, en donde 


-5 
w= 8 
—5 


y aplique (4.34) para calcular [w]g’. 
(c) Verifique lo que se acaba de hacer, calculando [w]g’' directamente. 


11. Repita las instrucciones del ejercicio 10 con 


l 3 i -1 
u =|: u=]|-! u=|2 Y, = l Y= l v=| 0 
l -5 -3 2 


12. Considere las bases B = {p} , p2 } y B’ = {q1 , q, } para P, ,en donde p; = 6 + 3x, 
P2 F7 10 + 2x, qı =2, q2 =3 +2x. 


(a) Halle la matriz de transición de B hacia B’. 

(b) Calcule la matriz de coordenadas [p]p' en donde p =—4 + x,y aplique (4.34) 
para calcular [p]g'. 

(c) Verifique los resultados obtenidos calculando [p]g* directamente. 

(d) Halle la matriz de transición de B’ hacia B. 


13. Sea V el espacio generado por fı = sen x y f, = cos x. 


(a) Demuestre que g; =2 sen x + cos x y g, = 3 cos x forman una base para V. 

(b) Halle la matriz de transición de B = (f,, fa ) hacia B' = (81, 82 ). 

(c) Calcule la matriz de coordenadas [h]g' en donde h = 2 sen x — 5 cos x y 
aplique (4.34) para obtener [h]y”. 

(d) Verifique los resultados obtenidos calculando [h]g* directamente. 

(e) Halle la matriz de transición de B' hacia B. 


14, Supóngase que se obtiene un sistema de coordenadas rectangulares x'y" hacien- 
do girar un sistema de coordenadas rectangulares xy hasta describir un ángulo 
0 = 31/4. 


(a) Halle las coordenadas x'y' del punto cuyas coordenadas xy son (- 2, 6) 
(b) Halle las coordenadas xy del punto cuyas coordenadas x'y” son (5, 2). 


15. Repita el ejercicio 14 con 0 = 7/3. 


16. Suponga que se obtiene un sistema de coordenadas rectangulares x'y'z' hacien- 
do girar un sistema de coordenadas rectangulares xyz en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj alrededor del eje z (cuando se observa hacia abajo a lo 
largo del eje z) hasta describir un ángulo 0 = 1/4. 
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(a) Halle las coordenadas x'y'z' del punto cuyas coordenadas xyz son (—1, 2, 5). 
(b) Halle las coordenadas xyz del punto cuyas coordenadas x'y'z' son (l, 6, —3). 


17. Repita el ejercicio 16 para una rotación de 0 = 7/3 en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj alrededor del eje y (cuando se observa a lo largo del eje 
y positivo hacia el origen). 


18. Repita el ejercicio 16 para una rotación de 0 = 37/4 en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj alrededor del eje x (al observar a lo largo del eje x posi- 


tivo hacia el origen). 


19. Aplique el teorema 28 para determinar cuáles de las siguientes matrices son or- 


togonales. 
l 
] 0 Ll -s 
—= y2 
1.0 y2 y2 
lo 1 (b) | (gt. 0 © 
ge me 1 
2 2 0 0 — 
v v z 
v2 
l 1 0 0 0 
1 1 1 
ae e 1 1 
2 6 3 0 — —- 
o boi d "A 
22 al AcRRobado» ale 
(d) AS (e) 1 
6 E o 3 $ ¿li Milan 0 1 
1 bid 1 VE 
1 1 1 2 6 6 6 
Há e Eo A 1 1 
2 6 3 0 — 2-0 
VZ v6 y Za 


20. Halle la inversa de aquellas matrices del ejercicio 19 que sean ortogonales. 
21. Demuestre que las siguientes matrices son ortogonales para todo valor de 0. 


cosO —sen9 0 
] (b) | senð cos 0 0 


cosg —senó 
(a) | 
0) 0 1 


senó cos 0 
22, Halle las inversas de las matrices del ejercicio 21. 
23. Considere la transformación ortogonal de coordenadas 
1213 =P: 
Brr 310) 
Encuentre (x', y”) para los puntos con las coordenadas (x, y) siguientes. 


(0,-D  (0)(42 (c) (-7,-8) (d) (0,0) 


24. Dibuje un esquema de los ejes xy y los ejes x'y” para la transformación de coor- 
denadas del ejercicio 23. 
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25. ¿Para cuáles de las siguientes matrices x = Px' es una rotación? 


26. Construya un esquema de los ejes xy y los xy para las transformaciones de 
coordenadas del ejercicio 25, 


27. Considere la transformación ortogonal de coordenadas 


x 2-2 0 
yl=13 4 ojjy 
z 0 0 1117 


Halle (x”, y”, z’) para los puntos con las coordenadas (x, y, z) siguientes. 
(a) (3,0, —7)  (b)(1,2,6)  (c) (-9-—2,—3)  (d) (0,0, 0) 


28. Dibuje un esquema de los ejes xyz y los ejes x'y'z' para la transformación de 
coordenadas del ejercicio 27. 


29, ¿Para cuáles de las siguientes matrices x = Px’ es una rotación? 


(a) P = 


O aj ula 
oo 
O ula valo 

— 

oT 

= 

y) 
alte lo jo 
aja al ho 
A A 


30. Dibuje un esquema de los ejes xyz y x'y'z' para las transformaciones de coordena- 
das del ejercicio 29, 


31. (a) Se obtiene un sistema de coordenadas rectangulares xy z' al hacer girar un 
sistema de coordenadas xyz en sentido contrario al de las manecillas del re- 
loj alrededor del eje y hasta formar un ángulo Ô (al observar a lo largo del 
eje y positivo hacia el origen). Halle una matriz A tal que 


X xX 
y |=A|y 
z z 


en donde (x, y, z) y (x,' y”, z^) son las coordenadas de un punto en los siste- 
mas xyz y xyz, respectivamente. 
(b) Repita el inciso (a) para una rotación alrededor del eje x. 


32. Se obtiene un sistema de coordenadas restangulares x'"y""z'” al hacer girar pri- 
mero un sistema de coordenadas rectangulares xyz, 60” en sentido contrario al 
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33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 
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de las manecillas del reloj (al mirar hacia abajo del eje z positivo), para obtener 
un sistema de coordenadas xyz y, a continuación, haciendo girar el sistema de 
coordenadas yz, 45° en sentido contrario al de las manecillas del reloj alrede- 
dor del eje y' (si se mira a lo largo del eje y” positivo, hacia el origen). Halle una 
matriz A tal que 


x x 
I= Ati 
z z 


” 


en donde (x, y, z) y (x", y”, z”) sonlas coordenadas xyz y x" y" z” de un punto. 
Demuestre que si A es una matriz ortogonal, entonces A* también es ortogonal. 


Pruebe que una matriz de n X n es ortogonal si sólo si sus renglones forman un 
conjunto ortonormal en R”. 


Aplique los resultados de los ejercicios 33 y 34 para demostrar que una matriz 
de n X n es ortogonal si y sólo si sus columnas forman un conjunto ortonormal 
en R”. 

Pruebe que si P es una matriz ortogonal, entonces det(P)= 1 6-1. 

Pruebe el teorema 25a. 


Pruebe el teorema 25b. 


Pruebe el teorema 25c. 


EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 


1. 


En cada inciso, el espacio de solución es un subespacio de R? y, por tanto, de- 
be ser una recta que pasa por el origen, un plano que pasa por el origen, todo R?, 
o únicamente el origen. (Vea la observación que sigue al ejemplo 11.) Para cada 
sistema, determine cuál es el caso, Si el subespacio es un plano, halle una ecua- 
ción para él, y si es una recta encuentre las ecuaciones paramétricas. 


(a) Ox + 0y +07 =0 (b) 2x-3y+ z=0 
6x — 9y+3z=0 
—4x + 6y —2z2=0 


(c) x—2y+7z=0 (d) x+4y+8z=0 
—4x + 8y +5z=0 2x + 5y +6z=0 
2x — 4y + 3z=0 3x+ y—-4z=0 


2, Suponga que R* tiene el producto euclidiano interior. 


(a) Halle un vector en R* sea ortogonal a u, = (1, 0, 0,0) y u4 = (0, 0, 0, 1) 
y forme ángulos iguales con ų = (0, 1, 0, 0) y u3 = (0, O, 1, 0). 

(b) Halle un vector x= (x1, x2, X3, x4) de longitud 1 que sea ortogonal a u; y 
uz, por arriba, y tal que el coseno del ángulo entre x y u, sea el doble del 
coseno del ángulo entre x y uz. 
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3. (a) Sea A una matriz de m X n con los vectores renglón r,,T2,..., Im, y B 


10. 


una matriz de n X p con los vectores columna €;, C3,..., Cp. Demuestre 
que el elemento del renglón í y la columna j de AB es el producto euclidia- 
no interior de r; y c. 

(b) Use el resultado de (a) para demostrar que si 4 es una matriz de n X n tal 
que AA' = I, entonces los vectores renglón de 4 forman un conjunto orto- 
normal en R”, con el producto euclidiano interior. 

(c) Demuestre que si A es una matriz de n X n y AAt = I, entonces los vectores 
columna de A forman un conjunto ortonormal en R”, con el producto eu- 
clidiano interior [Sugerencia: Demuestre que A'A = I y aplique el resulta- 
do del inciso (b) a A?.] 


Sea Ax = 0 un sistema de m ecuaciones en n incógnitas. Demuestre que 


Xi 


Xx 


a 


es una solución del sistema si y sólo si el vector x = (x1, X2,..., Xp) es ortogo- 
nal a todo vector renglón de A en el producto euclidiano interior sobre R” 
(Sugerencia: Aplique el resultado del ejercicio suplementario 3a.) 


Aplique la desigualdad de Cauchy-Schwarz para demostrar que si ay, a», 
. «+» , 44 SON Números reales positivos, entonces 


1 1 1 
arar (jar 
a; 42 an 


Sea W el espacio generado por f = sen x y g= cos x. 


(a) Demuestre que para cualquier valor de 0, f, = sen(x +0) y g, = cos(x +0) 
son vectores en W. 
(b) Demuestre que f, y gı forman una base para W., 


(a) Exprese (44, a — b, a + 2b) como una combinación lineal de (4, 1, 1) y 
(0,— 1, 2). 

(b) Exprese (3a + b + 3c.—a + 4b—c, 2a + b + 2c) como una combinación li- 
neal de (3,- 1,2) y (1,4,1). 

(c) Exprese (2a — b + 4c, 3a — c, 4b + c) como una combinación lineal de tres 
vectores diferentes de cero. 


. (a) Exprese v = (1, 1) como una combinación lineal de v; = (1, — 1), vz = (3, 0), 


v3 = (2, 1), de dos maneras diferentes. 
(b) Demuestre que esto no viola el teorema 24. 


Demuestre que si x y y son vectores en un espacio de productos interiores y e 
es un escalar cualquiera, entonces 


llex + y|]? = <?l]x]]? + 2c < x, y > + |y]? 


Suponga que R* tiene el producto euclidiano interior. Halle dos vectores de 
longitud / que sean ortogonales a los tres vectoresu; = (1, 1,—1), u: = (2, 1, 2) 
y uz = E l, O, 1). 


5 
Transformaciones lineales 


5.1 INTRODUCCION A LAS TRANSFORMACIONES LINEALES 


En esta sección se inicia el estudio de las funciones con valor vectorial de una variable vec- 
torial. Es decir, funciones que tienen la forma w = F(v), en donde la variable independiente 
v y la dependiente w son vectores. Se enfoca la atención en una clase especial de funcio- 
nes vectoriales conocidas como transformaciones lineales. Estas funciones tienen muchas 
aplicaciones importantes en física, ingeniería, ciencias sociales y diversas ramas de las ma- 
temáticas. 

Si V y W son espacios vectoriales y Fes una función que asocia un vector Único en 
W, con cada vector en V, se dice que F aplica (mapea) V en W y se escribe F: V > W. Ade- 
más, si F asocia el vector w al vector y se escribe w = F(v) y se dice que w es la imagen de 
v bajo F. 

Como ilustración, si v =(x, y) es un vector en R? , entonces la fórmula 


F(v) = (x, x + y, x— y) (5.1) 


define una función que aplica R? en R?. En particular, si v=(1,1),entoncesx=1 yy=1, 
de modo que la imagen de v bajo Fes F(v)=(1, 2, 0). 


Definición. Si F: V > W es una función del espacio vectorial V hacia el espacio vectorial 
W, entonces F es una transformación lineal si 


(Y) F(u+v)=F(u) + Flv) para todos los vectores u y v en V. 
(i) F(ku) =kKF(u) para todos los vectores u en V y todos los escalares k. 


Como ilustración, sea F:R? > R? la función definida por (5.1). Si u = (x4, y1) y 
v =(x2, Y2), entonces u + v=(x, +x2, Yı + y2), de modo que 


Flu + v) = (x1 + x2, [x1 + x2] + [y1 + y2], [xı + x21 — [y1 + y2)) 
= (Xi, X1 + Yi, X1 — Y1) + (x2, X2 + Y2, X3 — Y2) 
= F(u) + F(v) 
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También, si k es un escalar, ku =(kx,, ky, ), de manera que 


F(ku) = (kx,, kx, + kyi, kx, — ky 1) 
= K(X1, Xy + Yn X = Yi) 
= kF(u) 


Por tanto, F es una transformación lineal. 


Si F: V > W es una transformación lineal, entonces para v, y v, cualesquiera en V y 
cualesquiera escalares k, y k,, se tiene 


Elkyv, + kava) = F(k,v,) + Flkova) = k, F(v,) + k2F(v5) 


De modo análogo, si vı , V2, . . . , Vy SON vectores en V y ki, k2,..., k, son escalares, en- 
tonces 


A continuación se dan algunos ejemplos adicionales de transformaciones lineales. 
Ejemplo 1 


Sea A una matriz fija de m X n. Si se utiliza la notación matricial para vectores en R™ y 
R”, entonces se puede definir una función T:R” > R™ por medio de 


Obsérvese que si x es una matriz de n X 1, entonces el producto Ax es una matriz de 
m x 1; así entonces, T aplica R” en R” . Además, T es lineal; para comprobarlo, sean u y 
v matrices de n X 1 y k un escalar. Al aplicar las propiedades de la multiplicación de matri- 
ces, se obtiene 


Alu + v)= Au + Av y Alku) = k(Au) 


Tlu + v) = T(u) + T(v) y T(ku) = kT(u) 


A la transformación lineal de este ejemplo se le denominará multiplicación por A. A las 
transformaciones lineales de este tipo se les conoce como transformaciones matriciales. 


Ejemplo 2 


Como caso especial del ejemplo anterior, sea 8 un ángulo fijo, supóngase que T:R? > R? 
es la multiplicación por la matriz 
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A cosg —senU 
| seng cos 0 


Si v es el vector 


entonces 
TW) = 4v= cosó —sen ð x] _[xcos 0 — y seng 
sen 0 cos9|| y| xsen O + y cos 0 


Geométricamente, Tv) es el vector que se obtiene si se hace girar v hasta describir un án- 
gulo 0- A fin de comprobarlo, sea q el ángulo entre v y el eje x positivo y supóngase que 


es el vector que se obtiene al hacer girar v hasta que describe un ángulo 6 (figura 5.1). Se 
demostrará que v' = Z(v). Sir denota la longitud de v, entonces 


x =r coso y=rsenq 
De modo semejante, supuesto que v'tiene la misma longitud que v, se tiene 
x = r cos(0 + q) y =rsæn(0 + h) 
Por tanto, 
x' |  [rcos(8 + ġ) 
y | |rsen(8 + p) 
s p cos Ø cos ġ — rsen 0 sen 4 


rsen 0 cos q + r cos 0 sen ġ 


x cos À — ysen 0 
x sen O + y cos 0 


_[|eos® —senð x] 
i sen O cosO|| y] 


La transformación lineal de este ejemplo se conoce como rotación de R? hasta describir el 
ángulo 0. 
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Figura 5.1 
Ejemplo 3 


Sean V y W dos espacios vectoriales cualesquiera. La aplicación T: V > W tal que T(v)= 0 
para todo ven V es una transformación lineal conocida como transformación cero. A fin 
de ver que T es lineal, obsérvese que 


Tu+v=0,T(uy=0,T(1=0 y  T(ku=0 


Por tanto, 


Ejemplo 4 


Sea V cualquier espacio vectorial. La aplicación T: V > V definida por Tv) = v se conoce 
como transformación identidad sobre V. La verificación de que T es lineal se deja como 
ejercicio. 

Si, como en los ejemplos 2 y 4, T: V > V es una transformación lineal de un espacio 
vectorial V en sí mismo, entonces T es un operador lineal sobre V. 


Ejemplo 5 


Sea V cualquier espacio vectorial y k cualquier escalar fijo. Se deja como ejercicio verifi- 
car que la función T: V > V definida por 


es un operador lineal sobre V. Si k > 1, T es una dilatación de V, y si0<k<1, entonces 
Tes una contracción de V. Geométricamente, una dilatación “estira” cada vector que está 
en V en un factor k, y una contracción de V “comprime” cada vector en un factor de k 
(figura 5.2). 


Ejemplo 6 


Sea V un espacio de productos interiores y supóngase que W es un subespacio con dimen- 
sión finita de V y que tiene a 


S=(W,,W2,....W 
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Figura 5.2 (a) Dilatación de V. (b) Contracción de V. 


como una base ortonormal. Supóngase que T: V > W es la función que aplica un vector v 
en Y hacia su proyección ortogonal sobre W (sección 4.9); es decir 


T(V) = <v, wiwi + CY, W22W + 007 + CY, WW, 
(véase figura 5.3). La aplicación T recibe el nombre de proyección ortogonal de V sobre 
W; su linealidad se deduce a partir de las propiedades básicas del producto interior. Por 


ejemplo, 


T(u +vy)= <u +y, wiw, + <U +v, wW +e CUE Y, A W, 
= (u, wW; + <u, wW2òW3 +00 + <u, w, w, 
+ Ly, WWW + LY, WoW +03 CV, WoW, 
= Tu) + Tív) 


De manera análoga T(ku) =xT(u). 
Ejemplo 7 


Como caso especial del ejemplo anterior, supóngase que V = R? tiene el producto euclidiano 
interior. Los vectores w; =(1, 0, 0) y wz =(0, 1, 0) forman una base ortonormal para el 


Figura 5.3 
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plano xy. Por tanto, si v = (x, y, Z) es cualquier vector en R?, la proyección ortogonal de 
R? sobre el plano xy está dada por 


T(V) = <v, W¡)W, + <v, W2)W) 
= x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) 
(x, y, 0) 


(Véase figura 5.4.) 


(x, y. 2) 


Y 


Figura 5.4 


Ejemplo 8 


Sea V un espacio vectorial con n dimensiones y S =1W,,Wz,..., Wa } una base fija para V. 
Por el teorema 24 de la sección 4.10, dos vectores cualesquiera u y ven V se pueden es- 
cribir de manera única en la forma 

U = CW + CW A c+ CW y v=diw + dW + E dW, 


Por tanto, 


(u)s -I (ci, C2, Aaa Ca) 
(vs = (d;, dz, ¿a d,,) 


Pero 
U+ v= (c; +di)wi + (c2 +d) W3 +0: + (Cr + d,)Jw, 
ku = (kci)wi + (kcz)wz ++: >> + (ken) Wp 
de modo que 
(u + v)s = (©; + dy; €23 + dzs. -a Ca + d,,) 
(kms = (kc ,, kC,,..., KC) 
Por tanto, 


(u + v)s = (u)s + (v)s y (ku)s = (ws (5.3) 
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Análogamente, para las matrices de coordenadas se tiene 


[u + v]s = [u]s + [v]s y [ku]s = k[u]s 


Supóngase que T: V > R” es la función que aplica un vector v en V hacia su vector 
de coordenadas con respecto a S; es decir, 


Entonces, en términos de T, en (5.3) se afirma que 


Tu + yv) = T(u) + Ty) 


T(ku) = kT(u) 
Así entonces, T es una transformación lineal de V hacia R”. 
Ejemplo 9 
Sea V un espacio de productos interiores y supóngase que vo es cualquier vector fijo en V. 


Sea T: V > R la transformación que aplica un vector v hacia su producto interior con Vo; 
es decir, 


T(v) = <V, Yo2 
Con base en las propiedades de un producto interior, 


T(u + v) = <u + v, Vo» = <U, Vo» + CY, Yo) = T(u) + Tív) 


T(ku) = <ku, vo» = k <u, vo» = kT (u) 

de manera que Tes una transformación lineal. 
Ejemplo 10 
(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) 
Sea V =CÙ0, 1 ] el espacio vectorial de todas las funciones con valor real continuas sobre 
el intervalo 0 <x < 1 y supóngase que W es el subespacio de C[O, 1 ] que consta de todas 
las funciones con primeras derivadas continuas sobre el intervalo 0 Sx <1. 

Sea D:W > V la transformación que aplica f hacia su derivada; es decir, 


D(t) =f' 


Al aplicar las propiedades de la derivación, se tiene 
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D(f + g) = D(f) + D(g) 


D(kf) = kD(f) 
Por tanto, D es una transformación lineal. 
Ejemplo 11 


(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) 


Sea V =C[0, 1] el mismo del ejemplo anterior y supóngase que J: V > R se define por me- 
dio de 


Jf) = f f(x)dx 


Por ejemplo, si f(x) =x?, entonces 


J(f) = Fi x? dx = z 


Dado que 


: 
f f(x)dx =k E f(x)dx 


para cualquier constante k, se deduce que 


JE + g) = J(£) + J(g) 
J(kf) = kJ(f) 


Por tanto, J es una transformación lineal, 


EJERCICIOS 5.1 


En los ejercicios 1 al 8 se da una fórmula para una función F:R? > R? . En cada ejer- 
cicio, determine si F es lineal. 


1. F(x, y) = (2x, y) 2. F(x y) =(x2, y) 
3. F(x, y)= (y, x) 4. F(x, y) = (0, y) 
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5. F(x, y)= (x,y +1) 6 F(x, y) = (2x + y, x — y) 
7. F(x, y) = (y, y) 8. F(x, y) = (Xx. Yy) 


En los ejercicios 9 al 12, se da una fórmula para una función F:R? > R? . En cada ejer- 
cicio, determine si F es lineal, 


9. F(x, y, z) =(x,x+y +2) 10. F(x, y, z) = (0, 0) 
11. F(x, y, z) = (1, 1) 12. F(x, y, z) = (2x + y, 3y — 42) 


En los ejercicios 13 al 16, se da una fórmula para una función F:M,, > R. En cada 
ejercicio, determine si F es lineal. 


lo ere (e Deal: y 
re atirei 16 5([0 5D ares 


En los ejercicios 17 al 20, se da una fórmula para una función F:P, > P, . En cada 
ejercicio, determine si F es lineal. 


o 
o 


17. Fla, + a,x + ax?) = a, + la, + a7)x + (a, — 3a,)x? 
18. Fla, + a,x +a2x?%)= ao + a(x +1) + a(x + 1)? 
19. Fla, + a,x + a,x?) =0 


20. Fla, + a,x + a7x?) = (ao + 1) + a,x + azx? 


21. Sea F: R? > R? la función que aplica cada punto del plano hacia su reflexión 
respecto al eje y. Halle una fórmula para F y demuestre que F es un operador 
lineal sobre R?, 

22. Sea B una matriz fija de 2 X 3. Demuestre que la función T:M»2 > M23 defini- 
da por T(4)= AB es una transformación lineal. 


23. Sea T:R? > R? una transformación matricial y supóngase que 


l 0 0 
1 3 4 
T[lo|]=[ pT =h y TH] 1. 
0 0 1 Ta 
a)Halle la matriz. 


1 
b) Halle T{]|3 
8 


c) Encuentre T 


Noy 1 


24. Sea T:R? > W la proyección ortogonal de R? sobre el plano xz, W. 
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a, 


- 26, 


27. 


28. 


29, 


30. 


31. 


32. 
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a) Halle una formula para T. 
b) Halle 7(2, 7, -1D. 


Sea T:R? > W la proyección ortogonal de R? sobre el plano W que tiene la 
ecuación x + y +2=0. 


a) Halle una fórmula para T. 
b) Halle T(3, 8, 4). 


En cada inciso, sea T:R? > R? el operador lineal que hace girar cada vector del 
plano hasta describir el ángulo 0. Encuentre T(—1, 2) y T(x, y ), cuando 


T Tr 


(a) 0= oos  ()0=7 (0 0== 


Pruebe que si T-V > W es una transformación lineal, entonces T(u—y) = T(u) 
— T(v) para todos los vectores u y v en V. 


Sea [Y1,V2,.-. , Y, ] una base para un espacio vectorial V y supóngase que 
T:V > W es una transformación lineal. Demuestre que si T(v,) = T(w,) = 
.. .= T(v„) = 0, entonces T es la transformación cero. 


Sea [v1,V2,..-., Wọ} ] una base para un espacio vectorial V y supóngase que 
T:V > V es un operador lineal. Demuestre que si T(v,) = vi, T(v2) = vz, 
-o T(w,)=v,, entonces T es la transformación identidad sobre V. 


Sea S una base para un espacio vectorial V, con n dimensiones. Demuestre que 
si V1, V2, - - ~ V, forman un conjunto linealmente independiente de vectores en 
V, entonces los vectores de coordenadas (vi )s, (v2)g ---, (v,)y forman un con- 


junto linealmente independiente en R”, e inversamente. 


Aplicando la notación del ejercicio 30, demuestre que si V4 ,Y2,..., y, genera 
a V, entonceslos vectores de coordenadas (v; )g, (V2)g,.-.,> (v,)g generan a R”, 
e inversamente. 


Halle una base para el subespacio de P} generado por los vectores que se dan. 
la) =l +x a, 34+3x+6x7, 9 

(dea MIER de 

(Q 1+x—3x? 24+2x-6x?% 34 3x — 9x? 


(Sugerencia. Suponga que S es la base estándar para P, y trabájese con los vectores 
de coordenadas en relación con S; vea los ejercicios 30, 31.) 


5.2 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES: 
NUCLEO (KERNEL) Y RECORRIDO 


En esta sección se desarrollan algunas propiedades básicas de las transformaciones lineales. 
En particular, se demuestra que una vez que se conocen las imágenes de los vectores base 
bajo una transformación lineal, es posible encontrar las imágenes de los vectores restantes 


en el espacio. 
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Teorema 1. Si T:V > W es una transformación lineal, entonces: 


) T( 
) Tv — T(v) para todos los y en V 
) T(y — w) = T(v) — Tlw) Para todos los y y w en V 


Demostración. Sea v cualquier vector en V. Debido a que Ov=0, se tiene: 
T(0) = T(0v) = 0T (y) = 0 


lo cual prueba (a). 
También, T(—v)= T( Dv =(-1) T(y)=-T (v), lo cual prueba (b). 
Por último, v — w = v + (—1)w; por tanto, 


T(y — w) = Tí(v + (—1)w) 
(y) + (= DTW) 


y 
v -—- Tw) Ii 


T 
T(v) 


Definición. Si T: V > W es una transformación lineal, entonces el conjunto de vectores en 
V que T aplica hacia O se conoce como núcleo (kernel o espacio nulo) de T, este espacio 
se denota por ker(T). El conjunto de todos los vectores en W que son imágenes bajo T de 
al menos un vector en V se conoce como recorrido de T; este conjunto se denota por R(T). 
Ejemplo 12 

Supóngase que T: V > W es la transformación cero. Supuesto que T aplica todo vector ha- 
cia 0, ker(T) = V. Ya que 0 es la única imagen posible bajo T, R(T) consta del vector 
cero. 


Ejemplo 13 


Sea T:R” > R la multiplicación por 


aii 41 `°? Qin 
A= aa a22 ne Aan 
Amı Am2 Amn 


El núcleo de T consta de todos los 


que son vectores solución del sistema homogéneo 
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Xi 0 
X> 0 
A PSr 
xX 0 


El recorrido de T consta de los vectores 


b, 
b 
Aa 
bm 
tales que el sistema 
Xi b, 
Xa b, 
a N a VEGA 
xX b 


es consistente. 
Teorema 2. Si T: V > W es una transformación lineal entonces: 


a)  Elnmúcleo de Tes un subespacio de V. 
b)  Elrecorrido de Tes un subespacio de W. 


Demostración. 

a) Para demostrar que ker(T) es un subespacio, se debe demostrar que es cerrado 
bajo la adición y la multiplicación escalar. Sean v, y vz vectores en ker (T) y supóngase 
que k es cualquier escalar. Entonces, 


Tivi +v) = Tlv,) + T(v,) 
=0+0=0 


de modo que v, + v está en ker(T). También 
Tíkw,) = kT(v,) =k0 =0 


de manera que kv, está en ker(T). 

b) Sean w; y wz vectores en el recorrido de T. Para probar esta parte, es necesario 
demostrar que w; + wz y kw, están en el recorrido de T, para cualquier escalar k; es de- 
cir, se han de encontrar los vectores a y ben V tales que T(a) =w, + w y T(b) =kw,. 

Supuesto que w; y w, están en el recorrido de T, existen los vectores a, y az en V 
tales que T(a,) =w; y T(a,) = wz. Seana =a; +a y b =kaj: Entonces 


T(a) = Tía, + a,) = Tla,) + Tla,)) =w, + w: 
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T(b) = T(ka,) = kT(a,) = kw, 

lo cual completa la demostración. $ 
Ejemplo 14 
Supóngase que T:R” > R” es la multiplicación por una matriz A de m X n. Por lo visto 
en el ejemplo 13, el núcleo de T consta de todas las soluciones de Ax = 0; por tanto, el 
núcleo es el espacio de soluciones de este sistema. También, por lo visto en el ejemplo 13, 
el recorrido de T consta de todos los vectores b tales que Ax = b es consistente. Por con- 
siguiente, por el teorema 14 de la sección 4.6, el recorrido de T es el espacio de colum- 
nas de la matriz A. 

Supóngase que { vi, Ya, +. , Y, Jesuna base para un espacio vectorial V y T:V > 


W es una transformación lineal. Si sucede que se conocen las imágenes de los vectores ba- 
se, esto es, 


entonces se puede obtener la imagen T(v) de cualquier vector v, expresando primero v en 
términos de la base, por ejemplo, 


y= ki¥ı + kV + Ns + KV, 
y, a continuación, utilizando la relación (5.2) de la sección 5.1, para escribir 
T(v) =k,T(v,) + k2T(v2) + >>> E KaT (Va) 


En pocas palabras, una transformación lineal está completamente determinada por sus 
“valores” en una base. 


Ejemplo 15 


Considérese la base S = { vi, vz, V3 }para R?, donde v; =(1, 1, 1), vz =(1, 1, 0), va = 
(1, 0, 0) y sea T:R? > R? una transformación lineal tal que 


T(v)=(,0) Tv) =(2, —1) T(v3) = (4, 3) 
Encuéntrese T(2, —3, 5). 


Solución, Exprésese primero v = (2, 3, 5) como combinación lineal de v, =(1, 1, 1), va 
=(1, 1, 0) y v =(1, 0, 0). Por tanto, 


(2, E 5) 5 k(l, l, 1) sE k(l, 1, 0) E kx(1, 0, 0) 


o, al igualar las componentes correspondientes, 
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k¡+k2+k3= 
ki+k 


ki = 


il 
| 
HU wv 


lo cual conduce ak, =5, ka =-8, k3=5, de modo que 
(2, 3,5) = 5v; — 8v3 + 5v, 
De donde, 


TQ, =3, 5) =5T(w,) = 8T(v3) + ST(v3) 
= (1,0) = 8(2, =1) + 5(4, 3) 
= (9, 23) 


Definición. Si T: V > W es una transformación lineal, entonces la dimensión del recorrido 
de T se conoce como rango de T, y la dimensión del núcleo se denomina nulidad de T. 


Ejemplo 16 


Sea T:R? > R? la rotación de R? hasta describir el ángulo 7/4. Geométricamente es ob- 
vio que el recorrido de T es la totalidad de R? y que el núcleo de T es { 0 ). Por tanto, T 
tiene el rango = 2 y la nulidad =0. 


Ejemplo 17 


Sea T:R” >R” la multiplicación por una matriz A de m X n. En el ejemplo 14 se observó 
que el recorrido de T es el espacio de columnas de A. Por tanto, el rango de T es la dimen- 
sión del espacio de columnas de A, el cual es precisamente el rango de A. En pocas pa- 
labras, 


rango (T)= rango (4) 


También en el ejemplo 14 se vio que el núcleo de T es el espacio de soluciones de Ax =0: 
Por consiguiente, la nulidad de T es la dimensión de este espacio de soluciones. 

El teorema que sigue establece una relación entre el rango y la nulidad de una trans- 
formación lineal definida sobre un espacio vectorial de dimensión finita. La demostración 
se deja hasta el final de la sección. 


Teorema 3. (Teorema de la dimensión.) Si T: V > W es una transformación lineal desde un 
espacio vectorial V con dimensión n hacia un espacio vectorial W, entonces 


En el caso especial en el que V =R”, W=R™ y T:R” >R™ es la multiplicación por 
una matriz A de m X n, el teorema de la dimensión conduce al siguiente resultado: 
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nulidad de T =n- (rango de T) 
= (número de columnas de 4)— (rango de T) (5.4) 


Sin embargo, en el ejemplo 17 se hizo notar que la nulidad de T es la dimensión del espa- 
cio de soluciones de Ax = 0, y que el rango de T es el rango de la matriz A. Por consiguiente, 


(5.4) conduce al teorema que sigue: 


Teorema 4. Si A es una matriz de m X n, entonces la dimensión del espacio de soluciones 
de Ax=0 es 


n — rango (A) 
Ejemplo 18 


En el ejemplo 35 de la sección 4.5 se demostró que el sistema homogéneo 


2 ds y +x; =0 
=X — X, +2x; — 3x, +x; =0 
Xx + x2- 2x3 =x,=0 


Xa F E EAER! 


tiene un espacio de soluciones bidimensional, al resolver el sistema y encontrar una base. 
Debido a que la matriz de los coeficientes 


tiene cinco columnas, por el teorema 4 se deduce que el rango de A debe satisfacer 


2 = 5 - rango (4) 


de modo que rango (4) = 3. El lector puede verificar este resultado, reduciendo A hasta 
una forma escalonada en los renglones y demostrando que la matriz resultante tiene tres 
renglones diferentes de cero. 


OPCIONAL 
Demostración del teorema 3. Se debe demostrar que 


dim(R(T)) + dim(ker(T)) =n 


Se dará la demostración para el caso en el que 1 < dim (ker (T) ) <n. Los casos dim (ker 
(T) ) =0 y dim (ker (T) ) = n se dejan como ejercicios. Supóngase que dim (ker (T) ) =F y 
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que vi, ..., V, es una base para el núcleo. Debido a que [v,,..., v, }es linealmente in- 
dependiente, en el inciso (c) del teorema 9 que se da en el capítulo 4 se afirma que exis- 
tenn — P vectores, V,+ 1,. -> Vm talesque [v,,..., Vp Ypa > + >> Y, ) esunabase para V. Para 


completar la demostración, se probará que losn —r vectores del conjunto S = (T(w,,,),..-, 
Tv) } forman una base para el recorrido de T. Entonces se concluye que 


dim(R(T)) + dim(ker(T))= (n—r)+r=n 


Primero se demostrará que S genera el recorrido de T. Si b es un vector cualquiera 
en el recorrido de T, entonces b = T(v) para algún vector ven V. Yaque [V,,..., Vo, Ypa 
-+--> Vp Jes una base para V, v se puede describir en la forma 


A A NA e RN 
Debido a que vı, . . . , v, están en el núcleo de T, T(v,)="**=T(v,)=0, de modo que 
b = T(Y) = cp (Yrs) +00 + CT (v,) 
Por tanto, S genera el recorrido de T. 
Por último, se demuestra que S es un conjunto linealmente independiente y, como 


consecuencia, forma una base para el recorrido de 7. Supóngase que alguna combinación 
lineal de los vectores en S es cero, esto es, 


k», ¡Tv 1) ES k, T(v,,) na 0 (5.5) 


Se debe demostrar que k, , , =***=k, =0. Supuesto que T es lineal, es posible volver a 
escribir (5.5) como 


Tk Vrs1 T A Ka Wa) = 0 


con lo cual se afirma que k, pe AA está en el núcleo de 7. Por tanto, se 


v 
BAL ET ol 
puede escribir este vector como una combinación lineal de los vectores base [v,,..., Yen < 
por ejemplo, 


Ko+rVesi Ho KV, = KV, cd kN. 


Por consiguiente, 


kivi Sra dae + kwy, — Ko+1Vrs1 AT KaYn =0 
Supuesto que { vi, . . ., Vp ) eslinealmente independiente, todaslask son cero;en particu- 
lar, k, , | =*** = kp =0, lo cual completa la demostración. $ 


EJERCICIOS 5.2 


1. Sea T:R? > R? la multiplicación por 
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¿Cuáles de las siguientes matrices están en R(T)? 


A 


2. Sea T:R? > R? la transformación lineal del ejercicio 1. ¿Cuáles de las siguientes 
matrices están en ker( T)? 


ola] El ef 


3. Sea T:R* > R? la multiplicación por 


DO lv + 


¿Cuáles de las siguientes matrices están en R(T)? 


0 l Pez 
(a) [0 (b) [3 (0) 14 
6 0 l| 


4. Sea T:R* > R? la transformación lineal del ejercicio 3. ¿Cuáles de las siguientes 
matrices están en ker(T)? 


3 0 
Jà Es 0 dl 
(a) al, (c) 
1 


ly 


5. Sea T:P, > P, la transformación lineal definida por Típ (x)) =xp (x). ¿Cuáles 
de los polinomios siguientes están en ker(T)? 


(a) x? (b) 0 (c) L+x 


6. Sea T:P, > P3 la transformación lineal del ejercicio 5. ¿Cuáles de los siguientes 
polinomios están en R(T)? 


la) + xv? (b) l+x (0) 3=x 


7. Sea Y cualquier espacio vectorial y supóngase que T:V > V está definida por 
T(v) = 3v. 


a) ¿Cuál es el núcleo de T? 
b) ¿Cuál es el recorrido de T? 


8. Halle el rango y la nulidad de la transformación lineal del ejercicio 1. 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
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. Halle el rango y la nulidad de la transformación lineal del ejercicio 5. 
. Sea V un espacio vectorial de dimensión n. Encuentre el rango y la nulidad de la 


transformación lineal T: V > V definida por 
(a) TA) =x (b) T(x) =0 (c) T(x) = 3x 


Considérese la base S= [v,, vz, V3 } para R?, en donde v; = (1, 2, 3), vz = (2, 5, 
3) y va = (1, 0, 10). Encuentre una fórmula para la transformación lineal T:R? 
>R? para la que T(v,)=(1, 0), T(v,)=(1, 0) y T(v3) = (0, 1). Calcule T(1, 1, 1). 
Halle la transformación lineal T:P, > P, para la que T(1)=(1)+ x, T(x)=3- 
x? y T(x? )=4 + 2x — 3x?. Calcule T(2 — 2x + 3x?). 

En cada inciso utilice la información dada a fin de encontrar la nulidad de T. 


a) T:R? > R7 tiene rango 3. b) T:P4 > P; tiene rango 1 
c) El recorrido de T:RÉ > R? es R?. d) T:Mz, > Ma, tiene rango 3. 


Sea A una matriz de 7 X 6 tal que Ax =0 tiene únicamente la solución trivial y 
supóngase que T:R* > R7 es la multiplicación por A. Halle el rango y la nuli- 
dad de T. 

Sea A una matriz de 5 X 7 con rango 4. 


a) ¿Cuál es la dimensión del espacio de soluciones de Ax = 0? 
b) ¿Ax = b es consistente para todos los vectores b en R*? Dé una explicación. 


En los ejercicios 16 al 19, sea T la multiplicación por la matriz que se da. Halle: 


a) Una base para el recorrido de T. 
b) Una base para el núcleo de T. 
c) El rango y la nulidad de T. 


l =l 3 2 o —1 
16. |5 6 —4 17.14 0 -2 
7 4 2 0 0 0 
l 4 5 0 9 
en El iS 3 -2 0 —-1 
12334 -1 0 — 0 —1 
2 3 5 1 8 
20. Sea T:R? > V una transformación lineal de R? hacia cualquier espacio vectorial. 
Demuestre que el núcleo de T es una recta que pasa por el origen, un plano que 
pasa por el origen, únicamente el origen, o bien, la totalidad de R?. 
21. Sea T: V > R? una transformación lineal desde cualquier espacio vectorial hacia 
R?. Demuestre que el recorrido de T es una recta que pasa por el origen, un pla- 
no que pasa por el origen, únicamente el origen, o bien, la totalidad de R?. 
22. Sea T:R? > R? la multiplicación por 


bo w 
© ~n È 
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a) Demuestre que el núcleo de T es una recta que pasa por el origen y encuentre 

. las ecuaciones paramétricas de tal recta. 

b) Demuestre que el recorrido de T es un plano que pasa por el origen y halle la 
ecuación de este plano. 


23. Pruebe que si { v,, V2, - . . , Y, Fes una base para V y W¡, W2,.-., W,, SON VEC- 
tores en W, no necesariamente distintos, entonces hay una transformación lineal 
T:V >W tal que T(v,)=w1,T(v2) =W2,..., Tp) = Wp. 


24. Pruebe el teorema de la dimensión en los casos: 


(a) dimí(ker(T)) =0 
(b) dim(ker(T)) = n 


25. Sea T: V > V un operador lineal sobre un espacio vectorial V de dimensión finita. 
Pruebe que R(T) = Y si y sólo si ker (T) = {0 } 

26. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Sea D.P3 > P, la transforma- 
ción derivación Ð (p) = p'. Describa el núcleo de D. 

27. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Sea J:P, >R la transformación 


integración (p) =f", p(x)dx. Describa el núcleo de J. 


5.3 TRANSFORMACIONES LINEALES DE A” HACIA A”; 
GEOMETRIA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES 
DE A? HACIA A? 


En esta sección se estudian las transformaciones lineales de R” hacia R'? y se obtienen las 
propiedades geométricas de las transformaciones lineales de R? hacia R?. 

Primero se demuestra que toda transformación lineal de R” hacia R” es una trans- 
formación matricial Más concretamente, se demuestra que si T:R” > R' es cualquier 
transformación lineal, entonces es posible encontrar una matriz A de m X n tal que T es 
la multiplicación por 4. A fin de verificarlo, sea 


ejs €25- -3 ên 
la base estándar para R” y supóngase que A es la matriz de m X n que tiene a 


T(e,), T(e2)..., T(e,) 


como sus vectores columna. (En esta sección se supone que todos los vectores se expresan 
en notación matricial.) Por ejemplo, si T:R? >R? está dada por 


is ¡y e 


more] > DA 
“EA 


entonces 
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De modo más general, si 


dii di2 
d21 422 
Tle = | 7 |, Tle)=|: 
Amı m2 
entonces, 
411 412 
1 a222 
A=]. q 
dmi Am2 
lea lies) 
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(5.6) 


Se demostrará que la transformación lineal T:R” > R™ es la multiplicación por A. Para 


verificarlo, obsérvese primero que 


AN 
Na 
x=j. = X/€1 + X2€, +" +X,l, 
e 
Por tanto, por la linealidad de T, 
T(x) =X L T(e) + XT(e2) + nl Xy 1(€,,) (5.7) 
Por otra parte, 
dyi ya ain IS AN E y9X2 t px, 
doy 4235 don || X2 daiXg aaa 00o ax 
axa Hj Sf 
lmi Am2 CPTI Na FAS + Uma Na PE di dana 
iy (13 din 
d2] loa Uan 
O +X% |: Pee |: 
lmi L Ama tln 
= x The) + xa Tle) +: +x,T(e,) (5.8) 


Al comparar (5.7) y (5.8) se llega a T(x) = Ax, es decir, T es la multiplicación por A. 
A la matriz A que se da en (5.6) se le llamará la matriz estándar para T. 
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Ejemplo 19 


Hállese la matriz estándar para la transformación T:R? > R* definida por 


Xi + XxX 
Xy 
El POS 
X3 
X3 
Xi 
Solución. 
1 l 0 
1 y 1 P 0 
Tle)=T||0||= 0 Tle)=T/||1||= 0 Tle)=T1J0|]|= i 
0 0 l 
l 0 0 


l 1 0 
A rl 0 
ap T 
1 0 0 
Como una verificación, obsérvese que 
X1 + X 
Xy 
Xy XxX 
All 1 2 
X3 
X3 
Xı 


lo cual concuerda con la fórmula dada para T. 
Ejemplo 20 
Seu T:R” > R™ la multiplicación por 


nt Uta 
421 422 “00 Uan 
A=| : : 


dmi Um2 EN N dal 


Encuéntrese la matriz estándar para T. 


Solución. Los vectores Tle, ), T(e2), . .., T(e, ) son los vectores columna sucesivos de A. 
Por ejemplo, 
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aii 412 0 Gra 


0 
A213 Q22 00 da 0 d2; 
T(e,)= de =] : : ; os 
An Am2 A Aag 0 (A 
Así entonces, la matriz estándar para T es 
Tie) | Tle) | 176] =A 


En resumen, la matriz estándar para una transformación matricial es la propia matriz. 
En el ejemplo 20 se sugiere una nueva manera de concebir las matrices. Una matriz 


A dem X n se puede considerar como la matriz estándar para la transformación lineal que 
aplica la base estándar para R” en los vectores columna de A. Por tanto, 


es la matriz estándar para la transformación lineal de R? hacia R? que aplica 


] 0 0 
e, =]|01, e=|1], e =|0 
0 0 I 
en 
l 3 1 
31 4 | 6 
respectivamente. 


En el resto de esta sección se estudian las propiedades geométricas de las transfor- 
maciones lineales en el plano, es decir, transformaciones lineales de R? hacia R?. Si T:R? 
>R? es una transformación de este tipo y 


es la matriz estándar para T, entonces 


A es an 


Hay dos interpretaciones geométricas igualmente apropiadas para esta fórmula: Es posible 
considerar los elementos de las matrices 
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A) AY 
| Ñ (ax + by, ex + dy) R (ax + by, cx + dy) 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
Si 
Y 
e(x, y) 
x xX 
—> ala É—_——> 
T aplica vectores a vectores T aplica puntos a puntos 
Figura 5.5 


X ax + by 
y 
y cx + dy 
como componentes de vectores, o bien, como coordenadas de puntos. Con la primera in- 
terpretación, T aplica flechas hacia flechas, y con la segunda, puntos hacia puntos (figura 
5.5). La interpretación que se elija no tiene importancia. En el análisis que sigue, se consi- 


deran las transformaciones lineales en el plano como aplicaciones de puntos hacia puntos. 


Ejemplo 21 


Sea T:R? > R? la transformación lineal que aplica cada punto en su imagen simétrica res- 
pecto al eje y (figura 5.6). Hállese la matriz estándar para T. 


A 


| A 8(x, y) 


Figura 5.6 


Solución. 


rip] D-E 


Utilizando a T(e;) y T(e,) como vectores columna, se obtiene la matriz estándar 


elos 
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+50 lilas 55: 
0 liji» ig y 
de modo que la multiplicación por A aplica el punto (x, y) en su imagen simétrica (=x, y), 
respecto al eje y. 


Como una comprobación, 


Ahora se enfoca la atención sobre cinco tipos de transformaciones lineales planas 
que tienen importancia especial: rotaciones, reflexiones, expansiones, compresiones y des- 
lizamientos cortantes (cizallamientos). 


Rotaciones. Si T:R? > R? hace girar cada punto en el plano alrededor del origen, hasta 
describir un ángulo 0, entonces, por lo visto en el ejemplo 2 de la sección 5.1, se deduce 


que la matriz estándar para T es 
cos —senó 
sen O cos 0 


Reflexiones. Una reflexión respecto a una recta / que pasa por el origen, es una transfor- 
mación que aplica cada punto del plano en su imagen como en un espejo, respecto a la 
recta Z. Se puede demostrar que las reflexiones son transformaciones lineales, Los casos 
más importantes son las reflexiones respecto a los ejes de coordenadas y respecto a la rec- 
ta y =x. Siguiendo el método del ejemplo 21, el lector debe poder demostrar que las ma- 
trices estándar para estas transformaciones son: 


Reflexión respecto al| —1 0 A 
eje y 0 1 (=x, y) 0<-—]—=-0 (x, y) 
—_—_——> 
Reflexión respecto al | 1 0 A olsy) 
eje x orai 
a pr 
de =y) 


Reflexión respecto a K 4 


la recta y =x |1 0 ue y=x 
y UE 

e (% y) | 

> | 


Expansiones y compresiones, Si la coordenada x de cada punto en el plano se multiplica 
por una constante positiva k, entonces el efecto es dilatar o comprimir cada figura plana 
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en la dirección x. Si 0 < k < 1, el resultado es una compresión y si k > 1, una expansión 
(figura 5.7). A una transformación de este tipo se le denomina expansión (o compresión) 
en la dirección x, con el factor k. De manera análoga, si la coordenada y de cada punto se 
multiplica por una constante positiva k, se obtiene una expansión (o compresión) en la 
dirección y, con el factor k. Puede demostrarse que las expansiones y compresiones a lo 
largo de los ejes de coordenadas son transformaciones lineales. 


(4x, y) E (x, y) (2x, y) 


k=ł} Figura inicial k=2 
» Y 
(compresión) (expansion) 


Figura 5.7 


Si T:R? > R? es una expansión o compresión en la dirección x, con el factor k, 
entonces 


mC ENE 


de modo que la matriz estándar para T es 


9 


De manera análoga, la matriz estándar para una expansión o compresión en la dirección y es 


[o l 


Deslizamientos cortantes (cizallamientos). Un deslizamiento cortante en la dirección x, 
con factor k, es una transformación que mueve cada punto (x, y) paralelo al eje x, en una 
cantidad ky, hacia la nueva posición (x + ky, y). Bajo una transformación de este tipo, 
los puntos que están sobre el eje x no se mueven puesto que y =0. Sin embargo, confor- 
me se avanza alejándose del eje x, la magnitud de y aumenta, por tanto, aquellos puntos 
más alejados del eje x se mueven una distancia mayor que los que se encuentran más cer- 
canos (figura 5.8). 


Un deslizamiento cortante en la dirección y, con factor k, es una transformación 
que mueve cada punto (x, y) paralelo al eje y, en una cantidad kx, hasta la nueva posición 
(x y + kx). Bajo una transformación de este tipo, los puntos sobre el eje y permanecen 
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fijos, y los que se encuentran más alejados del eje y se mueven una distancia mayor que 
los que están más cercanos, 

Se puede demostrar que los deslizamientos cortantes son transformaciones lineales. 
Si T:R? > R? es un deslizamiento cortante de factor k en la dirección x, entonces 


Tle,) = rfa) al ol ne) = AH) F H 


de modo que la matriz estándar para T es 


De modo análogo, la matriz. estándar para un deslizamiento cortante en la dirección y, de 
factor k, es 


OBSERVACION. La multiplicación por la matriz identidad de 2 x 2 aplica cada punto 
en si mismo. A esta transformación se le denomina transformación identidad. Si se desea, 
es posible imaginar ĉšta transformación como una rotación que describe un ángulo de 0°, 
o bien, como un deslizamiento cortante a lo largo de cualquiera de los dos ejes, con k = 
O, o bien, como una compresión o una expansión a lo largo de cualquiera de los ejes, con 
un factor k = 1. 


Si se efectúan en sucesión un número muy grande, pero finito, de transformaciones 
de R” hacia R”, entonces es posible obtener el mismo resultado mediante una sola trans- 
formación matricial. En el ejemplo que sigue se ilustra este hecho. 


Ejemplo 22 


Supóngase que se hace girar el plano hasta que describe un ángulo 0 y, a continuación, se 
sujeta a un deslizamiento cortante, de factor k, en la dirección x. Encuéntrese una sola 
transformación matricial que produzca el mismo efecto que el de las dos transformaciones 
sucesivas. 
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Sótución. Bajo la rotación, el punto (x, y) se transforma en el punto (x ”, y * ) con las cœ 


ordenadas dadas por 
x] [cos —sen0|[x| 
= (5.10 
M Fa 0 cos o! N 540) 


Bajo el deslizamiento cortante, el punto (x ”, y ”) se transforma entonces en el punto (x ”, 
y ”) con las coordenadas dadas por 


eV aA 
B-le UL 010 


Al sustituir (5. 10) en (5.11) se lega a 
x"] [1 k][cos0 —sem0][x 
y" 10 L KA 0 cos 9 || y 


xl [coso +kseng —sen0+kcos0!|x 
sen O cos 0 | y 


o bien, 


Por tanto, la rotación seguida por el deslizamiento cortante se pueden efectuar por medio 
de la transformación matricial con matriz 


cos 0 +kseng —senð + k cos ð 
sen ð cos Y 


En general, si se llevan a cabo en sucesión las transformaciones matriciales 
Tix) = 4x, Tao) = 42...) Ti ix) = 4X 


de R” hacia R” (primero 7,, a continuación T3, etc.), entonces se obtiene el mismo resul- 
tado por medio de la transformación matricial única T(x) =Ax, en donde 


A =A; 424, (5.12) 


Nótese que se obtiene el orden en el que se llevan a cabo las transformaciones al leer de 
derecha a izquierda en (5,12). 


Ejemplo 23 
a) Hállese una transformación matricial de R? hacia R? que primero lleve a cabo un 


deslizamiento cortante en un factor de 2 en la dirección x y, a continuación, realice 
una reflexión respecto a y =x. 
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b)  Encuéntrese una transformación matricial de R? hacia R? que primero realice una 
reflexión respecto ay =x y a continuación, un deslizamiento cortante en un factor 


de 2, en la dirección x. 


Solución a). La matriz estándar para el deslizamiento cortante es 


sti? 
a 1 
A uE 
A 


de modo que la matriz estándar para el deslizamiento cortante seguido por la reflexión es 


safi ollo da 


Solución b). La reflexión seguida por el deslizamiento cortante se representa por medio de 


aala illi oli ol 


En el último ejemplo, nótese que 4,4, * A241, de manera que el efecto de reali- 
zar un deslizamiento cortante y, a continuación, una reflexión es diferente de realizar la 
reflexión y, a continuación, el deslizamiento cortante. En la figura 5.9 se ilustra geomé- 
tricamente este hecho, en ella se muestra el efecto de las transformaciones sobre un rec- 
tángulo. 


y para la reflexión es 


Ejemplo 24 


Demuéstrese que si T:R? > R? es la multiplicación por una matriz elemental, entonces la 
transformación es cualquiera de las que siguen: 


a) Un deslizamiento cortante a lo largo de uno de los ejes de coordenadas. 

b)  Unareflexión respecto a y =x, 

c) Una compresión a lo largo de uno de los ejes de coordenadas. 

d) Una expansión a lo largo de uno de los ejes de coordenadas. 

e)  Unareflexión respecto a uno de los ejes de coordenadas. 

f Una compresión o expansión a lo largo de uno de los ejes de coordenadas, seguida 
por una reflexión respecto a uno de tales ejes. 


Solución. Dado que una matriz elemental de 2 X 2 es el resultado de efectuar una sola 
operación elemental sobre los renglones, sobre la matriz identidad de 2 X 2, se debe tener 
una de las formas que siguen (verifíquese): 


| 
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A Y ss Es y 
cc (5, 2) 
Y 
Es 
(2,1) 
a 
Y 
E > 
EZ 
Reflexión alrededor Deslizamiento cor- 
de y = x tante en la direc- 
ción x con k = 2 


Ve 


Deslizamiento cor- 
tante en la direc- 
| ción x con k = 2 


Reflexión alrededor 
de y = x 


Figura 5.9 


eo eleto arbes Lal do dle 


Las dos primeras matrices representan deslizamientos cortantes a lo largo de los ejes de 
coordenadas y la tercera, una reflexión respecto a y =x. Si k > 0, las dos últimas matrices 
representan compresiones, o expansiones, a lo largo de los ejes de coordenadas, depen- 
diendo de si O S k < 1, o bien, k > 1. Si k <0, y si se expresa k en la forma k=-Kk,, en 
donde k; >0, entonces las dos últimas matrices se pueden escribir como 


pm E 
E S aa paca 


Yaque k, > Q, el producto que se da en (5.13) representa una compresión, o expansión, 


a lo largo del eje x, seguida por una reflexión respecto al eje y, y (5.14) representa una 
compresión, o una expansión, a lo largo del eje y, seguida por una reflexión respecto al 
eje x. En el caso en el que k =-1, (5.13) y (5.14) son tan sólo reflexiones respecto a los 
ejes y y x, respectivamente. 


Sea T:R?>R? la multiplicación por una matriz inversible A y supóngase que T 
aplica el punto (x, y) hacia el punto (x”, y”). Entonces 
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H £ ú E 3 
y J y J 
A partir de estas ecuaciones sé deduce que, si la multiplicación por 4 aplica (x, y) hacia 
(x?, y * ), entonces la multiplicación por A~! regresa (x”, y”), hacia su posición original 
(x, y). Por esta razón, se dice que la multiplicación por A y la multiplicación por 47 * son 
transformaciones inversas. 
Ejemplo 25 

1 
Si T:R? > R? comprime el plano en un factor de z en la dirección y. entonces es intuiti- 


vamente evidente que, para regresar cada punto a su posición original, se debe dilatar el 
plano en un factor de 2 en la dirección y. En efecto, este es el caso, porque 


representa una compresión de factor + en la dirección y, y 


E 
O 2 


es una expansión de factor 2 en la dirección y. 
Ejemplo 26 
La multiplicación por 
cosO  —sen 
de w 0 cos A 
hace girar los puntos del plano hasta describir un ángulo 0. Para regresar un punto hasta 


su posición original, se debe hacer girar hasta que describa un ángulo — 0. Se puede lograr 
esto al multiplicar por la matriz de rotación 


cos(—0) —sen(— 0) 
sen( — 0) cos(— 0) 


Aplicando las identidades, cos(-9) = cos 6 y sen (—0) = — sen 6, se puede volver a 


escribir esto como 
cos O  seng 
—sen9 cos 
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El lector puede verificar que esta matriz es la inversa de A. 
Se concluye esta sección con dos teoremas que suministran cierto conocimiento de 
las propiedades geométricas de las transformaciones lineales en el plano. 


Teorema 5. Si T:R? > R? es la multiplicación por una matriz inversible A, entonces 
el efecto. geométrico de T es el mismo que el producido por una sucesión apropiada de 
deslizamientos cortantes, compresiones, expansiones y reflexiones. 


Demostración. Supuesto que A es inversible, se puede reducir hasta la identidad por me- 
dio de una sucesión finita de operaciones elementales sobre los renglones. Es posible efec- 
tuar una operación elemental sobre los renglones al multiplicar desde la izquierda por una 
matriz elemental y, en consecuencia, existen las matrices elementales £1, Ez,..., Ej, ta- 
les que 


EJ ESEA=Y 

Al despejar A da 
ASE B SA pour 

o, lo que es equivalente, 

FE Fa (5.15) 
En esta ecuación se expresa A como un producto de matrices elementales (ya que, por el 
teorema 9 de la sección 1.6, la inversa de una matriz elemental también es elemental). En- 
tonces se llega al resultado con base en lo visto en el ejemplo 24. J 


Ejemplo 27 


Exprésese 


e: 
A == 
3 4 
como producto de matrices elementales y, a continuación, descríbase el efecto geométri- 


co de la multiplicación por A, en términos de deslizamientos cortantes, compresiones, ex- 
pansiones y reflexiones. 


Solución Se puede reducir A hasta 7, como sigue: 


La ¿JLo 2] lo ¿Jo 1 


Súmese — 3 veces Multiplíquese el Súmese — 2 veces 
el primer renglón segundo renglón el segundo renglón 


1 3 
al tercero por=>5 al primero 
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Se pueden efectuar las tres operaciones sucesivas sobre los renglones, multiplicando desde 
la izquierda sucesivamente por 


10 PELA: OE. 
brlo al trlo 4) mol a] 
| 


Al invertir estas matrices y aplicar (5.15) se obtiene 


1 ofi of 2 
ba zaina hias 
aereo llo 


Leyendo de derecha a izquierda y observando que 


1 or [1 of[1 0 
o -2| [o0 -—1j|o 2 
se concluye que el efecto de multiplicar por A equivale a: 


1) Realizar un deslizamiento cortante por un factor de 2, en la dirección x; 

2) a continuación expandir por un factor de 2 en la dirección y; 

3) a continuación reflejar respecto al eje x; 

4) a continuación realizar un deslizamiento cortante por un factor de 3 en la di- 
rección y. 


En los ejercicios se analizan las demostraciones por partes del teorema siguiente: 
Teorema 6. Si T:R? > R? es la multiplicación por una matriz inversible, entonces: 


a)  Laimagen de una recta es una recta 

b) La imagen de una recta que pasa por el origen es una recta que pasa por el origen. 

c) Las imágenes de rectas paralelas son rectas paralelas, 

d) La imagen del segmento rectilineo que une los puntos P y Q es el segmento rectilí- 
neo que une las imágenes de P y Q. 

e) Las imágenes de tres puntos están sobre una recta si y sólo si los puntos también lo 
están, 


OBSERVACION. Por las partes (c), (d) y (e), se deduce que la multiplicación por una ma- 
triz inversible 4 de 2 X 2 aplica triángulos en triángulos y paralelogramos en paralelogramos. 


Ejemplo 28 


Trácese el esquema de la imagen del cuadrado con vértices P, (0, 0), P, (1, 0), P3 (0, 1) y 
Pa (1, 1), bajo la multiplicación por 
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Solución. Puesto que 
-1  2]f0] fo =1- 2181]. P-1 
2 -ijoj [oy 2 10 PAZ 
-1 2o] 2 -1 2i 1 
SN E AN 2 —1) ¡dde 
la imagen es un paralelogramo con vértices (0, 0), (— 1, 2), Q, —1) y (1, 1) (figura 5.10). 


(-1, 2) 


(0, DA—e (1, 1) (1,1) 


a,j] (1,0) (0, 0) 


Figura 5.10 


Ejemplo 29 


De acuerdo con el teorema 6, la matriz inversible 


A E 
EN rima 
aplica la recta y =2x +1 en otra recta. Encuéntrese su ecuación. 


Solución. Sea (x, y) un punto de la recta y = 2x + 1 y (x”, y”) su imagen bajo la multipli- 
cación por 4. Entonces 


de donde, 


E > 
In 
l 
N 
X ox 
e l 
uy 
Y 


Al sustituir en y =2x +1 da 
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=2x + 3y =2(x — y)+1 


o, lo que es equivalente, 


t At 1 
y =3X +3 
Por tanto, (x ”, y’ ) satisface 
y Hb 


la cual es la ecuación que se desea. 


EJERCICIOS 5.3 


Encuentre la matriz estándar de cada uno de los operadores lineales siguientes. 


IA A 


Xi 5 X, + 2x2 + X3 Tx] 4x, 
() Tlix,||= xX, + 5x (d) Tllx||= TX, 
Xa PA X3 [78x3 


Encuentre la matriz estándar de cada una de las transformaciones lineales si- 
guientes. 


Du E a E Ya 


í ES y2 ~X; Ml i 
en rl) Xx, + 3x, (ah, 8 i X2 + X3 


FA 


0 La 
Xi 0 X1 
ie) Tilxa|]=]0 (d) T| > X3 
NES 0 X2 
10 Xi = X3 


Halle la matriz estándar para la transformación lineal en el plano T:R? > R? 
que aplica un punto (x, y) en (vea la figura siguiente): 


a) su reflexión respecto a la recta y = ~x; 
b) su reflexión respecto al origen; 

c) su proyección ortogonal sobre el eje x; 
dh su proyección ortogonal sobre el eje y. 


Para cada uno de los incisos del ejercicio 3, utilice la matriz que se haya obteni- 
do para calcular T (2, 1). Verifique las respuestas geométricamente, situando 
los puntos (2, 1) y TQ, 1). 
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a(x, y) e (x, y) —<—-e (x, y) 
yA 


/ E y | 


/ | | 
/ 


(a) (b) dd») (d) 


5. Encuentre la matriz estándar para el operador lineal T:R? > R? que aplica un 
punto (x, y, z)en: 


a) su reflexion respecto al plano xy; 
b) su reflexión respecto al plano xz; 
c) su reflexión respecto al plano yz. 


6. Para cada inciso del ejercicio 5, utilice la matriz que se haya obtenido para cal- 
cular T (1, 1, 1). Verifique las respuestas geométricamente, haciendo un esque- 
ma de los vectores (1, 1, 1) y T(1, 1, 1). 


7. Halle la matriz estándar para el operador lineal T:R? > R?, el cual 


a) haga girar cada vector 90” en sentido contrario al movimiento de las maneci- 
llas del reloj, alrededor del eje z (cuando se observa hacia abajo del eje z po- 
sitivo, hacia el orígen); 

b) haga girar cada vector 90° en sentido contrario al de las manecillas del reloj, 
alrededor del eje x (cuando se mira a lo largo del eje x positivo hacia el ori- 
gen); 

c) haga girar cada vector 90° en sentido contrario al de las manecillas del reloj, 
alrededor del eje y (cuando se mira a lo largo del eje y positivo hacia el ori- 
gen). 


8. Trace un esquema de la imagen del rectángulo con vértices (0, 0), (1, 0), (1, 2) 
y (0, 2), bajo: 


a) una reflexión respecto al eje x; 
b) una reflexión respecto al eje y; 
c) una compresión de factor k = 4 en la dirección y; 


d) una expansión de factor k = 2 en la dirección Xx; 
e) un deslizamiento cortante de factor k = 3 en la dirección x; 
f) un deslizamiento cortante de factor k =- 2 en la dirección y. 


9. Haga un esquema de la imagen del cuadrado con vértices (0, 0), (1, 0), (0, 1) y 
(1, 1), bajo la multiplicación por 
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10. 


11. 


12, 


13. 


14. 


15. 


16. 
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Halle la matriz que haga girar un punto (x, y) alrededor del origen hasta descri- 
bir el ángulo: 


(a) 45° (b) 90° (c) 180° (d) 270° (e) — 30 
Halle la matriz que realiza un deslizamiento cortante en: 


a) un factor de k= 4 en la dirección y; 
b) un factor de k =~ 2 en la dirección x. 


Encuentre la matriz que comprime o dilata en: 


a) un factor de 2 en la dirección y; 


b) un factor de 6 en la dirección x. 


En cada inciso, describa el efecto geométrico de la multiplicación por la matriz 
dada. 


a 5, y tég 
od Pine sf. iila 


Exprese la matriz como un producto de matrices elementales y, a continuación, 
describa el efecto de la multiplicación por la matriz dada, en términos de com- 
presiones, expansiones, reflexiones y deslizamientos cortantes. 


F Y 4 |; 5] 
Olo 3 tod Mas 9 

f w n |; —3 
Oira E 


En cada inciso, encuentre una sola matriz que lleve a cabo la sucesión indicada 
de operaciones. 


a) Comprima en un factor de 1 en la dirección x; a continuación, dilate en un 


factor de 5 en la dirección y2 

b) Dilate en un factor de 5 en la dirección y; a continuación, realice un desli- 
zamiento cortante en un factor de 2 en la dirección y. 

c) Refleje respecto a y = x; a continuación, realice un giro hasta describir un 
ángulo de 180°. 


En cada inciso, halle una sola matriz que lleve a cabo la sucesión indicada de 
operaciones. 


a) Refleje respecto al eje y; a continuación, dilate en un factor de 5 en la direc- 
ción x; y, finalmente, refleje respecto a y = x. 

b) Haga girar hasta describir un ángulo de 30° ; a continuación, realice un desli- 
zamiento cortante en un factor de — 2 en la dirección y; y, finalmente, dilate 
en un factor de 3 en la dirección y. 
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17. 


18. 


19. 


20. 


2il; 


22. 


Por medio de la inversión matricial, demuestre que: 


a) La transformación inversa para una reflexión respecto a y = x es una refle- 
xión respecto a y = x. 


b) La transformación inversa para una compresión a lo largo de uno de los ejes 
es una expansión a lo largo de ese eje. 

c) La transformación inversa para una reflexión respecto a uno de los ejes esuna 
reflexión respecto a ese eje. 

d) La transformación inversa para un deslizamiento cortante a lo largo de uno 
de los ejes es un deslizamiento cortante a lo largo de ese eje. 


Halle la ecuación de la imagen de la recta y = — 4x + 3, bajo la multiplicación 


por 
4 -—3 
A= 
3 -2 
En los incisos (a) hasta el (e), halle la ecuación de la imagen de la recta y = 2x, 
bajo: 


a) un deslizamiento cortante de factor 3 en la dirección x; 


b) una compresión de factor 5 en la dirección y 


c) una reflexión respecto a y = x; 

d) una reflexión respecto al eje y; 
.. o 

e) una rotación de 60 . 


Sea 7 la recta que pasa por el origen y que forma un ángulo de $ con el eje x po- 
sitivo. Demuestre que 


a 24 wi 
sen2ġ —cos 2¢ġ 


es la matriz estándar para la transformación lineal que aplica cada punto del 
plano en su reflexión a 7. (Sugerencia. Se puede realizar la-transformación por 
medio de una rotación hasta describir el ángulo — $ para alinear ! con el eje x;a 
continuación, una reflexión respecto al eje x; y, finalmente una rotación hasta 
describir el ángulo $ para colocar nuevamente l en su posición original.) 


Encuentre la matriz para un deslizamiento cortante en la dirección x que trans- 
forme el triángulo con vértices (0, 0), (2, 1) y (3, 0) en un triángulo rectángulo 
con el ángulo recto en el origen. 


a) Demuestre que la multiplicación por 
Fa el 
16.42 
aplica todo punto del plano sobre la recta y = 2x. 


b) Del inciso (a) se deduce que los puntos no colineales (1, 0) (0, 1) (—1, 0) se 
aplican sobre una recta. ¿Viola este hecho el inciso (e) del teorema 6? 
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23. Pruebe el inciso (a) del teorema 6. (Sugerencia, Una recta en el plano tiene una 
ecuación Ax + By + C=0, en donde A y B no son ambas cero. Aplique el mé- 
todo del ejemplo 29 para demostrar que la imagen de este recta, bajo la multi- 
plicación por la matriz inversible 

a b 
La 


tiene la ecuación A'x +B'y + C=0, en donde 4' =(dA — cB ilud — be) y 


B’ = (~ bA + aB) (ad — bc). Demuestre entonces que A' y B’ no son ambas 
cero, a fin de concluir que la imagen es una recta.) 


24. Aplique la sugerencia del ejercicio 23 para probar los incisos (b) y (c) del teo- 
rema 6. 


5.4 MATRICES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES 


En esta sección se demuestra que si V y W son espacios vectoriales con dimensión finita 
(no necesariamente R” y R” ), entonces, con un poco de ingenio, cualquier transforma- 
ción lineal T: V > W se puede considerar como una transformación matricial. La idea bá- 
sica es elegir bases para V y W, y trabajar con las matrices de coordenadas relativas a estas 
bases, en lugar de con los vectores. Para ser especificos, supóngase que V tiene dimensión 
n y que W tiene dimensión m. Si se eligen las bases B y B' para V y W, respectivamente, 
entonces, para cada x en V, la matriz de coordenadas [ x ] y será un vector en R”, y la 
matriz de coordenadas [ F(x) ] a’ será algún vector en R”. Por tanto, en el proceso de 
aplicar x en T(x), la transformación lineal F “genera” una aplicación de R” hacia R” , en- 
viando [ x ]¿ hacia [ T(x) ] 2'. Se puede demostrar que esta aplicación generada siempre 
es una transformación lineal. Como tal, se puede realizar aplicando la matriz estándar A, 
para esta transformación; és decir, 


Alx] = 170013 (5.16) 


Si, de alguna manera, es posible encontrar la matriz A, entonces, como se muestra en la 
figura 5.11, se puede calcular T(x) en tres pasos, por medio del procedimiento indirecto 
siguiente: 


1) Calcular la matriz de coordenadas [ x ]z 
2) Multiplicar [ x ]g desde la izquierda, por A, para producir [ 7(x)] g 
3) Reconstruir T(x), a partir de su matriz de coordenadas [ F(x) ] y: 


4 Cálculo Tœ) 
directo 
(1) (3) 


Multiplíquese 


a A ed PRA 
0) 


Figura 5.11 
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Hay dos razones principales por las qué este procedimiento indirecto es importante. 
En primer lugar, suministra una manera eficiente de llevar a cabo las transformaciones 
lineales en una computadora digital. La segunda razón es teórica, pero con importantes 
consecuencias prácticas. La matriz A depende de las bases B y B’. Por lo general se elegi- 
rían las bases B y B’ a fin de hacer que el cálculo de las matrices de coordenadas sea lo 
más fácil posible. Sin embargo, en lugar de ello se podría intentar elegir las bases B y B’ 
para hacer que la matriz A sea lo más sencilla posible, por ejemplo, con grupos de elemen- 
tos iguales a cero. Cuando se hace esto en la forma correcta, la matriz A puede proporcio- 
nar información importante acerca de la transformación lineal T. En secciones posteriores 
se amplía esta idea. 

Se considera ahora el problema de encontrar una matriz A que satisfaga (5.16). Su- 


póngase que V es un espacio de n dimensiones con base B= [u,,u,;..., 4, } y que W 
à ` t ; a 
es un espacio dem con base B = [v,,v,..., Y ). Se está buscando una matriz de m X n 
Gi aiz "00 Gyn 
Á eq da a22 ii azn 
Ami m2 T lmn 


tal que se cumpla (5:16), para todos los vectores x en V: En particular, cuando x es el véec- 
tor base u,, se desea que 


A[u,]¿ = [Tu] (5.17) 
Péro 
1 
0 
[u;i]; = 0 
0 
de modo que 
1 
411 Gra ` Gia 0 411 
Alu Ja Ñ iii dad ¡Ae pa" 0l= Aj 
Am Am2 qu Amn 0 Ami 
Por tanto, (5.17) implica que 
ii 
431 
¡ E [T(u)]e 
a 
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Es decir, la primera columna de A es la matriz de coordenadas para el vector 7(u, ), con 
respecto a la base B'. De manera análoga, si se hace que x= u, en (5.16), se obtiene 


A[u>]» F [T(u,)]y 


Pero, 
0 
1 
[uz]; =|0 
0 
de modo que 
0 
aii 41 Gin 1 412 
421 Aa 42n 422 
Alu) ]g = : 0 = 
Amı Gm2 Bio Amn 0 Am2 
Por tanto, 
412 
42 
. = [Tu ))]a 
Am2 


Es decir, la segunda columna de A es la matriz de coordenadas para el vector 7(u, ), con 
respecto a la base B’. Continuando de esta manera, se encuentra que la j-ésima columna 
de A es la matriz de coordenadas para el vector Tu), con respecto a B'. La matriz única 
A que se obtiene de esta manera se conoce como matriz de T con respecto a las bases B y 
B’. Simbólicamente, se puede denotar esta matriz por medio de 


matriz de 7 con 


A= respecto alas = [Ts MA la 1 204 [Td 
bases B y B”. 
Ejemplo 30 


Sea T:P, > P, la transformación lineal definida por 
T(p(x)) = xp(x) 


Encuéntrese la matriz para T, con respecto a las bases 
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pemn f A es E + + 
B = {u;, uz} y B' = {u}, u3, u3} 


en donde 


T(u,) = T(1) = (x)(1) = x 
= x? 


Por simple observación, se puede determinar las matrices de coordenadas para T{u; ) y 
T(u,) con relación a B’ ; éstas son 


0 


0 
[T(u)], =|1|, [Tu] =|0 
0 Í 


Por tanto, la matriz para T con respecto a B y B’ es 


=000 


0 
> [Tu] | [T(u,)],-] sal 
0 


Ejemplo 31 
Sean T:P, >P}, B y B' las que se dan en el ejemplo 30 y supóngase que 
x=1-2x 


Usese la matriz obtenida en el ejemplo 30 para calcular T(x) por el procedimiento indirec- 
to de la figura 5.11. 


Solución. Por observación, la matriz de coordenadas de x con respecto a B es 


[x] = Èi 


Por tanto, 


0 0 i 0 

[Tœ]; = A[x]s=|1 0 | [> 1 
—2 

o 1 —2 


Asi entonces, 
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T(x) = 0u, + 14, — 2u, = 0(1) + 1(x) = 2(x?) 
=x-2x* 


Como verificación, nótese que el cálculo directo de 7(x) es 
Tí) = T(l — 2x) = x(1 — 2x) = x — 2x? 

lo cual concuerda con el resultado que se obtiene por medio del procedimiento indirecto. 
Ejemplo 32 
Si TR” > R'” es una transformación lineal y si B y B”son las bases estándar para R” y 
R', respectivamente, entonces la matriz para T con respecto a B y 3' es precisamente la 
matriz estándar para T que se analizó en la sección anterior. (Se deja la verificación de es- 
to como ejercicio.) 

En el caso especial en el que V = W(de modo que T: V > Ves un operador lineal), es 


común tomar B = £” al construir una matriz de T. La matriz resultante se conoce como 
matriz de T con respecto a la base B. 


Ejemplo 33 
Si B = { uj, Uz,..., U, ) es cualquier base para un espacio vectorial V de dimensión fi- 
nita y LV > V es el operador identidad sobre V, entonces (4) = u,, (u,)=w,..., 
AU) = uş- 


Por lo tənto, 


1] o 0 
0 l 0 
[u] =/01, [a], =/01,..., [(u,)]a =|0 


0 0 | 


así entonces, 
pario s> 597 
O 1 0 
Ja 10 Oraill 0 
0 0 ] 


Como consecuencia, la matriz del operador identidad con respecto a cualquier base es la 
matriz identidad de n X n 


Ejemplo 34 


Sea T:R? > R? el operador lineal definido por 
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IDE br |" x, + a 
{x2 FA + 4x> | 


Encuéntrese la matriz de T con respecto a la base B = { u, W ), en donde 


«> e] 


Solución. A partir de la definición T, 


Tíu,) = H = 2u, y T(u,) = H = Me 


Cresl= (5) y tratas] 


Por tanto, 


Como consecuencia, la matriz de T con respecto a B es 


a PR o] 
10.3] 


EJERCICIOS 5.4 
1. SeaT:P, >P, la transformación lineal definida por 
Tía, + ax + a7x?) = (a, + a,)— la, + 3a,)x 
Halle la matriz de T, con respecto a las bases estándar para Pz y Pi. 
2. Sea T:R? >R? definida por 
xı + 2x3 


¡a 


a) Encuentre la matriz de T con respecto a las bases B= [uu )yB'= (vw, 
v2, Y3 ), en donde 


E 
| 
ER] 
t = 
CSE 
= 
N 
Il 
a] 

l 
en 
LA 
< 
an 
< 
15 
l 
ONK 
< 
w 
i 
© S, W 


b) Use la matriz obtenida en (a) con el fin de calcular 
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3. Sea T:R? >R? definida por 


Xi X¡—X> 
Tlix|]=|x-=x; 
x3l/ = [x1 —x3 


a) Halle la matriz de T con respecto a la base B = { vi, vz, v3 ), en donde 


1 0 1 
v, =|0 V SAS => 
1 1 0 


, 


b) Use la matriz obtenida en (a) para calcular 
2 
TI|O0 
0 
4. SeaT:P, >P; la transformación lineal definida por T (p(x) )= x? p(x). 
a) Halle la matriz de T con respecto a las bases B = { Pi, P2, P3 } y B” en 


donde p; = 1 + x°, p = 1 + 2x + 3x? p3 = 4 + 5x + x? y p’ es la base 


estándar para P4. 
b) Use la matriz obtenida en (a) para calcular T(— 3 + 5x — 2x? ). 


pl =1 
5, Seanv, = E y n= | A: y suponga que 


SRS 


es la matriz de T:R? > R? con respecto a la base B= { v,, va ). 


a) Halle [ T(v)]1g y [T(v)]g 
b) Encuentre T (v, ) y T (v2). 


oae) 


6. Sea A= 1 6 2 1 la matriz de T:R* > R? con respecto a las bases 
-3 0 7 1 


B= [v1,V2, Va, Va } yY B'= { w1, W2, W3 ),en donde 
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0 2 i 6 
l 1 4 9 
s y => Ya E= 
l =] =1 4 
l =1 A 2 
0 =1 —6 
w=|8 w= 8 w = 9 
8 l 


a) Halle [ T(vı) lan [ T (v2) lar [ T(v3) lg» y[ T(va) le: . 
b) Encuentre T (vw, ), T (v2), T(v3) y T (va). 


2 
) Halle T|* 
c 
alle T| 
0 
l 3 =1 
7. Sea A=|2 0 5 | la matriz de 7:P, >P, con respecto a la base B= { vy, 
6 -2 4 
v, V3 }, en donde v; = 3x + 3x?°, v =-1+3x+2x?,m=3+7x+2x?, 


a) Hale [ T (v1) ]p, [Tv2)]z Y [730 ]p 
b) Encuentre T (v1), T (v2) y T (v3). 
c) Halle T(1 +x°). 


8. Demuestre que si T: V > W es la transformación cero (ejemplo 3), entonces la 
matriz de T con respecto a bases cualesquiera para V y W es una matriz cero. 


9. Demuestre que si T: V > V es una contracción o una dilatación de V (ejemplo 
5), entonces la matriz de T con respecto a cualquier base para V es una matriz 
diagonal 


10. SeaB= { vi, vz, V3, Va } una base para un espacio vectorial V. Halle la matriz 
con respecto a B del operador lineal T: Y > V definido por T(v1)= vz, T (v3) 
= v3, T(v3)= va, Tlva)= vi. 


11. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Sea D:P, > P, el operador 


derivación D (p) = p”. En los incisos (a) y (b), nalle ¡a matriz de D con respecto 
a la base B= { py, P2, P3 }. 


a) pi = l, P2 = x, p3 = xX? 

b) Pi = 2, p2 = 2 — 3x, pa = 2 — 3x + 8x? 

c) Use la matriz que se encontró en el inciso (a) para calcular D(6 — 6x + 24 x2). 
d) Repita las instrucciones del inciso (c) para la matriz hallada en el inciso (b) 


12. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) En cada inciso, B = (f,,f, f3) 
es una base para un subespacio V del espacio vectorial de las funciones con va- 
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lor real definidas sobre la recta real. Halle la matriz con respecto a B del opera- 
dor derivación D: V > V. 


(a) fi = 1, f3 = sen x, f3 = cos x 
(db) £, =1,L, =$ 1 E 
(ch Ey 6% E = eL, =2p2r 


5.5 SEMEJANZA 


La matriz de un operador lineal 7; V > V depende de la base seleccionada para Y, Uno de 
los problemas fundamentales del álgebra lineal es elegir una base para V que haga que la 
matriz de T sea tan sencilla como se pueda. A menudo este problema se ataca encontran- 
do primero una matriz para T, con relación a alguna base “sencilla”, como una base están- 
dar. Por lo común, esta elección no conduce a la matriz más sencilla para T, de modo que 
entonces se busca una manera de cambiar la base a fin de simplificar la matriz. Para dirigir 
un problema como éste, es necesario saber en qué forma un cambio de base afecta la ma- 
triz de un operador lineal; en esta sección se estudia este problema. 
El siguiente teorema es el resultado clave: 


Teorema 7. Sea T: V > V un operador lineal sobre un espacio vectorial de dimensión fini- 


ta V. Si A es la matriz de T con respecto a una base B, y A' es la matriz de T con respec- 
to a una base B', entonces 


A = PAP (5.18) 
en donde P es la matriz de transición de B' hacia B. 


Para establecer este teorema, conviene describir la relación 


Au =Y 
de manera gráfica, escribiendo 
A 


Ú ===> Y 


Supuesto que A es la matriz de T con respecto a B, y A' es la matriz de T con res- 
pecto a B’, las siguientes relaciones se cumplen para todo x en FV. 


Alx]a = [709 ls 


Axa = [T] 
Estas relaciones se pueden escribir como 


[x]: —— [TO)]s 
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y (5.19) 
[Ja — [ T(x)]5- 
A fin de ver cómo están relacionadas las matrices Á y A', sea P la matriz de transi- 


ción de la base B’ hacia la base B, de modo que P-! es la matriz de transición de B hacia 
B. Así entonces, 


P[x]s = [x]» 


PUTOJ = [T0] 
lo cual se puede escribir como 


xiy =i] (5.20) 


-1 
(T), (1) y 


Para expresarlo en forma más compacta, las relaciones (5.19) y (5.20) se pueden eslabo- 
nar en una sola figura como sigue: 


Ixl — o (T) 
P RH 
[x |p mo | T(x) 


En esta figura se ilustra que se tienen dos maneras para obtener la matriz [ T(x) ] g,, a 
partir de la matriz [ x ] g; Es posible tomar la trayectoria inferior a través de la figura, es 
decir, e 


Axe = [T] (5.21) 


o bien, se puede subir por el lado izquierdo, a través de la parte superior y bajar por el la- 
do derecho, es decir, 


P` 'AP[x]e = [T%)]s (5.22) 
De (5.21) y (5.22) se deduce que 
P5? AP [e] = A [xl (5.23) 


para todo x en V. De (5.23) y el inciso (b) del ejercicio 11 se deduce que 
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PIAP=4' 
Esto prueba el teorema 7. [PP 
Observación. A! aplicar el teorema 7, es fácil olvidar si P es la matriz de transición de B 
hacia B'. (incorrecto), o bien de B' hacia B (correcto). Es posible que ayude dar a B el 
nombre de base inicial, a B' el de base nueva, a A el de matriz inicial y a A' el de matriz 
nueva. Debido a que P es la matriz de transición de B' hacia B, P` es la matriz de transi- 
ción de B hacia B' por tanto, (5.18) se puede expresar como: 
matriz nueva = P- 1 (matriz inicial) P 
en donde P es la matriz de transición de la base nueva hacia la base inicial. 
Ejemplo 35 
Supóngase que T:R? > R? se define por medio de 
ra NA Xx + X) 
X> —2x, + 4x, 


Hállese la matriz estándar para T, es decir, la matriz para T con relación a la base B = { e}, 


e, }, en donde 
1 0 
AA 


y, a continuación, aplíquese el teorema 7 para transformar esta matriz en la matriz para T 
z r r 
con relación a la base B8 = (u,, u, }, en donde 


sereh 


Solución. A partir de la fórmula para T, 


T(e,) = r((;) a A 


de modo que la matriz estándar para T es 
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fu . á os 1 : . 
En seguida se necesita la matriz de transición de B hacia B. Para esta matriz de 
TAE 3 we + z 
transición se necesitan las matrices de coordenadas para los vectores base B , con relación 
ala base B. Por observación, 


u =€; +e 


u,=e, + 2e, 


de modo que 


(do N y tada 


Por tanto, la matriz de transición de B' hacia B es 


El lector puede comprobar que 


de modo que, por el teorema 7, la matriz de T con relación a la base B’ es 


O a [REO LEE 


En este ejemplo se ilustra que la base estándar para un espacio vectorial no necesa- 
riamente produce la matriz más sencilla para un operador lineal; en este ejemplo, la matriz 
estándar 


no fue tan sencilla en estructura como la matriz 


2.0 
É $ (5.24) 


con relación a la base B”. La matriz (5.24) es un ejemplo de una matriz diagonal; esto es, 
una matriz cuadrada en la que todos los elementos que no están en la diagonal son ceros. 
Las matrices diagonales tienen muchas propiedades convenientes. Por ejemplo, la k-ésima 
potencia de una matriz diagonal 
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d, 0 0 
m E 
lo 0 +... Fo 
es 
de 0 0 
pk 0  d, 0 
0 0 as 


n 


Así entonces, para elevar una matriz diagonal a la k-ésima potencia, sólo se necesita elevar 
cada elemento de la diagonal a la X-ésima potencia. Para una matriz no diagonal se requie- 
ren mucho más cálculos para obtener la k-ésima potencia. Las matrices diagonales tam- 
bién tienen otras propiedades útiles, 

En el capítulo que sigue se analiza el problema de hallar bases que produzcan ma- 
trices diagonales para operadores lineales, 

El teorema 7 da lugar a la definición siguiente: 


Definición. Si A y B son matrices cuadradas, se dice que B es semejante a A si existe una 
matriz inversible P tal que B = P7! AP. 
Nótese que la ecuación B =P”! AP se puede escribir también como 


A= PBP! obien, A=(P"!1) pp"! 
Al hacer O =P” 1 se llega a 


A=0"'BQ 


con lo que se afirma que A es semejante a B. Por tanto, B es semejante a A si y sólo si A 
es semejante a B; como consecuencia, por lo general simplemente se dirá que 4 y B son 
semejantes. 

Con esta terminología, en el teorema 7 se afirma que dos matrices que representan 
el mismo operador lineal T: V > V con respecto a bases diferentes son semejantes. 


EJERCICIOS 5.5 


En los ejercicios 1—7, halle la matriz T con respecto aB y aplique el teorema 7 para calcu- 
lar la matriz de T con respecto a B 


1. T:R? >R? se define por medio 


¡ANTES 
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B= lu, u} Y B'=(v,, v, en donde 


2. T:R? >R? se define por medio de 


JERES 


E r y] É ak T 3 
B= {uu} y B'=([v,, v,), en donde 


«El oe) E le 


3. T:R? > R? es la rotación alrededor del origen hasta describir un ángulo de 45°; 
B y B' son las bases del ejercicio 1. 


4. T:R? > R? se define por medio de 


fe Xy + 2x2 o 
Tllx|]|= Sw 
RE Xi + Tx 
B es la base estándar para R? yB' = {v vw, va +, en donde 
1] !] j3 
v= lol v= liy ms] 
0 o l 


SS. T:R? > R? esia proyección ortogonal sobre el plano xy; B y .B' son las del 
ejercicio 4. 


6. T:R? > R? se define por medio de T (x)= 5x; B y B’ son las bases del ejercicio 2. 
7. T:P, > P, se define por medio de T (ag + ayx)= ap taj(x + 1); B= (py, 
p JyB'=1(q1,q2 ), en donde pı =6 + 3x, p, = 10+2x, q,= 2,4, =3+ 
2x. 
8. Pruebe que si A yB son matrices semejantes, entonces det(4)= det(B). 
9. Pruebe que las matrices semejantes tienen el mismo rango. 
10, Pruebe que si A yB son matrices semejantes, entonces A? yB? también son se- 
mejantes. De modo más general, pruebe que A* y BE son semejantes, en donde 
k es cualquier entero positivo, 
11. SeanC yD matrices de m X n. Demuestre que: 
a) Si Cx=Dx para todo x en R”, entonces C =D. 


b) SiB = { v1; Ya, -. . , Y, jes una base para un espacio vectorial V y C [x] y 
=D [x] g para todo x en Y, entonces C=D. 
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EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 


1. Sea A una matriz de n X n, B una matriz diferente de cero de n X 1 y x un vec- 
tor en R”, expresado en notación matricial, ¿Es T(x)= Ax +B un operador 
lineal sobre R”? Justifique su respuesta. 


2. Seg 
cos  —senU 
A= 
sen 0 cos 0 


a) Demuestre que 


42 cos 20  —sen20) y cos 30 —sen30 
el A? S : 
sen 20 cos 2) y sen 30 cos 30 


b) dé una suposición lógica de la forma de la matriz 4” para cualquier entero 
positivo n. 

c) Considerando el efecto geométrico de T:R? > R?, en donde T es la multi- 
plicación por 4, obtenga geométricamente el resultado que se obtuvo en (b). 


3. Sea vy un vector fijo en un espacio de productos interiores Y y suponga que 
T:V > V se define por medio de T(v)=< v, vo ? vo. Demuestre que T es un 
operador lineal sobre V. 


4, Sean Vi, Y2, . . - , Vp vectores fijos en R” y suponga que T:R” > R™ se define 
por medio de T (x)= (Xx * Vi, X° V,...,X* Vn) en donde x * v; es el pro- 
ducto euclidiano interior sobre R”. 

a) Demuestre que T es una transformación lineal. 
b) Demuestre que la matriz con los vectores renglón vi, V2, ..., v,, es la ma- 


triz estándar para T. 


5. Sea T:R >R? la transformación lineal para la que 


a) Halle las bases para el recorrido y el núcleo de T. 
b) Halle el rango y la nulidad de 7. 


6. Sea AX= 0 un sistema lineal homogéneo con n incógnitas y suponga que r es el 
rango de 4. Halle la dimensión del espacio de soluciones si: 


(a) n=5,r=3 (b) n=4r=4 
7. a) Sea lla recta en el plano xy que pasa por el origen y forma un ángulo 9 con 


el eje x positivo; y sea Po(xg, Yo ) la proyección ortogonal de un punto P(x, 
y ).sobre l (vea la figura a continuación). 
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10. 


e P(x, y) 


\ 
A 


va) 
Potxo, yo) 


La” 


Ya 


Se puede realizar esta proyección haciendo girar el plano hasta describir el 
ángulo — ¢ hasta alinear 1 con el eje x, y, a continuación, proyectando la 
imagen de P bajo la rotación sobre el eje x y, por último, haciendo gírar el 
plano hasta describir el ángulo f para regresar 1 a su posición original. Apli- 
que esta observación para demostrar que 


xo] [| cos*p  sengdcosg|[x 
yo] [seng cos $ sen? p y 
b) Aplique el resultado que se obtuvo en (a) con el fin de encontrar la proyec- 


ción ortogonal del punto (1, 5) sobre la recta que pasa por el origen y forma 
un ángulo p= 30° con el eje x positivo. 


Sean V y W espacios vectoriales, T, T} y Ta transformaciones lineales desde V 
hacia W, y k un escalar. Defina las nuevas transformaciones T) + Ta y kT, por 
medio de las fórmulas 


(Ti + Tao) = Tx) + Tax) 
KTI) =k[T()] 


a) Demuestre que (T, + T2): V > W y kT:V > W son transformaciones li- 
neales. “ 

b} Demuestre que el conjunto de todas las transformaciones lineales de Y hacia 
W, con las operaciones dadas en el inciso (a), forma un espacio vectorial. 


Sean A y B matrices semejantes. Pruebe: 


a) At y B* son semejantes. 
b) A es inversible si y sólo si B es inversible. 
c) Si A yB son inversibles, entonces A7! y B=1 son semejantes. 


` 


(Teorema de la alternativa de Fredholm.) Sea T:V > V un operador lineal sobre 
un espacio vectorial de n dimensiones. Pruebe que se cumple exactamente una 
de las siguientes proposiciones: 


i) La ecuación T (x)= b tiene una solución para todos los vectores ben Y. 


ii) La nulidad de T > 0. 
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(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Sea D:P,, > P,, el operador de- 
rivación D (p)= p’ Demuestre que la matriz D con respecto a la base B =( 1, 


2 
SA 


x” jes 


2000 


0 


omo 


o 


t 


o 


6 
Elgenvalores (valores propios), 
eigenvectores (vectores propios) 


6.1 EIGENVALORES Y EIGENVECTORES 


En muchos problemas de ciencias y matemáticas, se da un operador lineal T:V => V y es 
importante determinar aquellos escalares A para los cuales la ecuación Tx = À x tiene solu- 
ciones diferentes de cero. En esta sección se analiza este problema y,en secciones posterio- 
res, se investigan algunas de sus aplicaciones. 


Definición. Si A es una matriz de n X n, entonces se dice que un vector diferente de cero 
xen R” es un eigenvector de A si Ax es un múltiplo escalar de x; es decir, 


AX = ¿Xx 
para algún escalar A. El escalar A se denomina eigenvalor de A y se dice que x es un eigen- 
vector correspondiente a À, 
Uno de los significados de la palabra “eigen” en alemán es el de “propio”; por ello, 
algunos autores también le dan a los eigenvalores los nombres de valores propios, valores 


característicos, o bien, raices latentes. 


Ejemplo 1 
l 
El vector x = 2 | es un eigenvector de 


TOR 


correspondiente al eigenvalor A = 3, debido a que 


s- J-> 
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Figura 6.1 (a) Dilatación, A > 1. (b) Contracción, 0 <A < 1. (c) Inversión de la direc- 
ción, A < 0. 


Los eigenvalores y los eigenvectores tienen una interpretación geométrica útil en R? 
y R?. Si à es un eigenvalor de A correspondiente a x, entonces Ax = Ax, de modo que la 
multiplicación por A dilata a x, contrae a x o invierte la dirección de x, dependiendo del 
valor de A (figura 6.1). 

Para encontrar los eigenvalores de una matriz A de n X n, se vuelve a escribir Ax 
= Ax como 


Ax =¿Ix 
o, lo que es equivalente, 
(UI — AJx =0 (6.1) 


Para que À sea un eigenvalor, debe haber una solución diferente de cero de esta ecuación. 
Sin embargo, por el teorema 13 de la sección 4.6, la ecuación 6.1 tendrá una solución 


diferente de cero si y sólo si 


Esto se conoce como ecuación característica de A; los escalares que satisfacen esta ecua- 
ción son los eigenvalores de A. Cuando se desarrolla, el determinante det (VW — 4) es un 
polinomio en A conocido como polinomio característico de A. 


Ejemplo 2 


Hállense los eigenvalores de la matriz 


Solución, Dado que 


ap lola 
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el polinomio característico de A es 


13 —2 
det(21 — A) = det i j , | == 34 2 
2 


y la ecuación característica de A es 

12=34+2=0 
Las soluciones de esta ecuación son À = l y à = 2; estos son los eigenvalores de A. 
Ejemplo 3 


Hállense los eigenvalores de la matriz 


A= 
S y 
Solución. Procediendo como en el ejemplo 2, 


PEA 
det(¿1— A) =det| ' , EEES 
=5 J-2 


Por tanto, los eigenvalores de A deben satisfacer la ecuación cuadrática A? + 1 =0. Ya 
que las únicas soluciones de esta ecuación son los números imaginarios A = į y A=-—1 y 
como se está suponiendo que todos los escalares en este texto son números reales, A no 
tiene eigenvalores.* 


Ejemplo 4 


Hállense los eigenvalores de 


0 l 0 
A=|0 0 l 
4 —17 8 


Solución. Como en los ejemplos precedentes, 


det(71 — A) = det 0 À —1 |= 2° — 8}? + 172-4 


* Como se señaló en la sección 4.2, hay algunas aplicaciones que requieren escalares complejos y espa- 
cios vectoriales complejos. En dichos casos, se permite que las matrices tengan cigenvalores complejos. 
Sin embargo, en este texto, sólo se consideran eigenvalores reales. 
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Por consiguiente, los eigenvalores de A deben satisfacer la ecuación cúbica 
43 — 82? + 174-4 =0 (6.2) 


Para resolver esta ecuación, se principia por buscar soluciones enteras. Se puede simplificar 
en gran parte esta tarea, aprovechando el hecho de que todas las soluciones enteras (si las 
hay) para una ecuación polinómica con coeficientes enteros 


A a e a aa a E, 


deben ser divisores del término constante, c,, . Por consiguiente, las únicas soluciones ente- 
ras posibles de (6.2) son los divisores de - 4, es decir, +1, +2, +4. Al sustituir sucesiva- 
mente estos valores en (6.2) se llega a la conclusión de que A = 4 es una solución entera. 
Como consecuencia, A — 4 debe ser un factor del primer miembro de (6.2). La división de 
A3 — 8A? + 171 — 4 entre A — 4 indica que (6.2) se puede escribir como 


(2—4 (2? — 4i + 1)=0 
Por consiguiente, las soluciones restantes de (6.2) satisfacen la ecuación cuadrática 
a? ” a 
¿=4+1=0 


que se puede resolver por medio de la fórmula correspondiente. Por tanto, los eigenvalores 
de A son 


¿=4  d=2+ 3 Y E AAEE 


OBSERVACION. En muchos problemas prácticos, la matriz A a menudo es demasiado 
grande como para que convenga determinar la ecuación característica. Como resultado, se 
aplican diversos métodos de aproximación para obtener los eigenvalores; en el capítulo 8 
se analizan algunos de estos métodos. 


El siguiente teorema, resume todos los resultados obtenidos hasta ahora. 


Teorema 1. Si A es una matriz de n X n, entonces las siguientes proposiciones son equiva- 
lentes: 


a)  Mesun eigenvalor de A. 

bj  Elsistema de ecuaciones (M — A) x = 0 tiene soluciones no triviales. 
c) Existe un vector diferente de cero x en R” , tal que Ax =\x. 

d) Aes una solución real de la ecuación característica det (M — A) = 0. 


Ahora que se ha visto cómo se encuentran los eigenvalores, se considerará el proble- 
ma de encontrar los eigenvectores. Los eigenvectores de A correspondientes a un eigenva- 
lor A son los vectores diferentes de cero que satisfacen Ax = À x. También se puede decir 
que los eigenvectores correspondientes a À son los vectores diferentes de cero en el espacio 
de soluciones de (A7 — 4)x=0. A este espacio de soluciones se le conoce como elgenespa- 
cio de A correspondiente a A. 
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Ejemplo 5 


Hállense bases para los eigenespacios de 


3 -2 0 
A=|-2 3 0 
0 0 5 


Solución, La ecuación característica de A es (A — 1) (A — 5)? =0 (verifíquese), de 
modo que los eigenvalores de A sonA=1yA=5. 
Por definición, 


es un eigenvector de A correspondiente a A si y sólo si x es una solución no trivial de 
(I — Ax =0, es decir, de 


4=3 2 0 Xi 0 
2 4-3 0 x2|=|0 (6.3) 
0 0 A=5||x3 0 


Si à = 5, (6.3) queda 


2.2 011x, 0 
2 2 0||x,¡=]j0 
0 0 0]||x, 0 
Al resolver este sistema se llega a (verifíquese) 
Xy =, 2S Ao =$ X3 = t 


Por tanto, los eigenvectores de A correspondientes a A = 5 son los vectores diferentes de 
cero de la forma 


-5 =S 0 —1 0 
nE] s|= si+|0|=s +0 
t 0 t 1 
Ya que 
-1 0 
1 y 0 
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son linealmente independientes, forman una base para el eigenespacio correspondiente 
ai=S, 
Si À = 1, entonces (6.3) queda 


pa 
p —2 0 X2 = 0 
O o —4llx TO 


X= t x= x3=0 


Por tanto, los eigenvectores correspondientes a A= 1 son los vectores diferentes de cero 
de la forma 


de modo que 


es una base para el eigenespacio correspondiente a A= 1. 


OPCIONAL | | : 


Los eigenvectores y los eigenvalores se pueden definir tanto para los operadores lineales 
como para las matrices. Un escalar A se denomina eigenvalor de un operador lineal T: Y 
> Y, si existe un vector diferente de cero x eri V tal que Tx = Ax. El vector Xx es un eigen- 
vector de T correspondiente a A. De modo equivalente, los eigenvectores de T' que corres- 
ponden a À son los vectores diferentes de cero en el núcleo de AZ — T (ejercicio 19). Este 
núcleo es el eigenespacio de T correspondiente a A. 

Se puede demostrar que si V es un espacio“de dimensión finita y A es la matriz de 
T con respecto a cualquier base B, entonces: 


1. Los eigenvalores de T son los eigenvalores de la matriz A. 
2. Un vector x es un eigenvector de T correspondiente a A si y sólo si su matriz de 
coordenadas [x] es un eigenvector de A correspondiente a A. 


Se dejan las demostraciones para los ejercicios. 
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Ejemplo 6 


Hállense los eigenvalores y bases para los eigenespacios del operador lineal 7:P, > Pz 
definido por 


Tla + bx + cx?) = (3a = 2b) + (— 2a + 3b)x + (Soja? 


Solución. La matriz de T con respecto a la base estándar B = {1,x, x? Jes 


33b = 0 
A=|-2 0 
0 5 


Los eigenvalores de T son los eigenvalores de A; a saber,A=1 y A=5 (ejemplo 5). Tam- 
bién, por lo visto en el ejemplo 5, el eigenespacio de A correspondiente a A = 5 tiene la 
base (u, , u, ), y el correspondiente a A = 1 tiene la base (uz ), en donde 


-1 0] 1 
u = 1 uw=|j0 u, = |l 
0 1 0 


Estas matrices son las matrices de coordenadas con respecto a B de 
p= -l+ p =x? p=1>+x 


Por tanto, [—1 + x, x?) es una base para el eigenespacio de T, correspondiente a À = 5, y 
{1 +x} es una base para el eigenespacio correspondiente aA=1. 


EJERCICIOS 6.1 


1. Encuentre las ecuaciones características de las matrices siguientes: 


f A 5 he Si h A 
AEF AA E A d 

Aae ai] CO 0 
a EE 


2. Halle los eigenvalores de las matrices del ejercicio 1. 
3. Halle bases para los eigenespacios de las matrices del ejercicio 1. 
4.'En cada inciso del ejercicio 1, sea T:R? > R? la multiplicación por la matriz 


dada. En cada caso, haga un esquema de las rectas en R? que se aplican sobre si 
mismas bajo T. ; 
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5. Halle las ecuaciones características de las matrices siguientes: 


40 1 T aS AD AROR 
a) 42 1 0 ra AS Epes n ae 
EA ¡A 19 5 —4 
NAR j 5 0 1 h 6 7 
d) | -1 30-10 e V1.110 Pi 8 
Sa A Le] A lı 0 -2 


6. Halle los eigenvalores de las matrices del ejercicio 5. 
7. Encuentre bases para los eigenespacios de las matrices del ejercicio 5. 


8. Halle las ecuaciones características de las matrices siguientes: 


0 sinAbno2esmO;] 10.-9 0 0 
sob de A 4-2. 0 0 
hod oesse + arta ple 
0 0 0 1l 0-0 pi 12 


9. Halle los eigenvalores de las matrices del ejercicio 8. 
10. Encuentre bases para los eigenespacios de las matrices del ejercicio 8. 


11. (Para los lectores del material opcional.) Suponga que T:P, > P, se define por 
medio de 


Tía, + a,x + azx?) = (Sa, + 6a, + 2a,) — (a, + 8a7)x + (ay — 2a7)x?. 


a) Halle los eigenvalores de T. 
b) Encuentre bases para los eigenespacios de T. 


12. Suponga que 7:M», > Mz se define por medio de 


lr ajos sare 


a) Halle los eigenvalores de T. 
b) Encuentre bases para los eigenespacios de T. 


13. Pruebe que À = 0 es un eigenvalor de una matriz A si y sólo si A no es inversible. 


14. Pruebe que el término constante que se encuentra en el polinomio característico 


de una matriz A de n X n es (—1Y° det (A). (Sugerencia. El término constante 
es el valor del polinomio característico cuando À = 0.) 


15. La traza de una matriz cuadrada A es la suma de los elementos que están en la 
diagonal principal. Demuestre que la ecuación característica de una matriz A 
de 2X 2 es A? —tr(4) + det (4)=0, en donde tr (4) es la traza de A. 
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16. 


Pruebe que los eigenvalores de una matriz triangular son los elementos que se 
encuentran en la diagonal principal. 


. Demuestre que si A es un eigenvalor de A, entonces A? es un eigenvalor de 4: 


de modo más general, demuestre que ÀA” es un eigenvalor de 4”, sin es un 
entero positivo. 


. Aplique los resultados de los ejercicios 16 y 17 para hallar los eigenvalores de 


A? , en donde 


Ai sind 
ES R. 
AT ho bae 292 4 
Deo 1 = Moe ria 


. (Para los lectores del material opcional.) Sea A un eigenvalor de un operador 


lineal T:Y > Y, Pruebe que los eigenvectores de T correspondientes a À son log 
vectores diferentes de cero del núcleo de A I-T. 


6.2 DIAGONALIZACION 


En esta sección y la siguiente, se enfoca la atención en los siguientes problemas: 


Si A es la matriz de T: V > V, con respecto a alguna base, entonces el problema 1 
equivale a preguntar si existe un cambio de base tal que la nueva matriz para V sea diago- 
nal. Por el teorema 7 de la sección 5.5, la nueva matriz para T será P—1 AP, en donde P es 
la matriz de transición apropiada. Si Y es un espacio de productos interiores y las bases 
son ortonormales entonces, por el teorema 27 de la sección 4.10, P será ortogonal. Por 
tanto, se ha llegado a los siguientes planteamientos matriciales de los problemas anteriores. 


Estos problemas sugieren las definiciones que siguen. 
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Definición. Se dice que una matriz cuadrada A es. diagonalizable si hay una matriz inversi- 


ble P tal que P —! AP sea diagonal; se dice que la matriz P diagonaliza a A. 
El teorema que se da a continuación es la herramienta básica en el estudio de la 
diagonalizabilidad; su demostración revela la técnica para diagonalizar una matriz. 


Teorema 2. Si A es una matriz de n X n, entonces las proposiciones que siguen son equi- 
valentes: 


a) A es diagonalizable. 
b) A tiene n eigenvectores linalmente independientes. 


Demostracion a) > b) Dado que se supone que A es diagonalizable, existe una matriz in- 
versible 


Piro Pr 0 Pin 
P= Pa P22 bir a Pan 
Pri Pn2 "2 Pma 


tal que P-1 AP es diagonal, por ejemplo P-1 AP =D, en donde 


1 0 0 
D E 0 de y 0 
0 0 Ln 
Por tanto, 4P = PD; es decir, 
a ES E TU OR ŻiPii 42P12 °° AnPin 
AP= Pa P22 i Pan j 9 $o by] 0 T ŻıP2ı 42P22 CR Ambar 
Pri Pn2 E Pnn 0 0 ny Zn ÅiPni ŻaPn2 ag Anna 
(6.4) 
Si ahora.se denotan los vectores columna de P por:Pi, Pz, - «isP, entonces, por (6.4), 
las columnas sucesivas de AP son A, P,'Ap2,..- , An Pn: Sin embargo, por el ejemplo 17 
de la sección 1.4, las columnas sucesivas de AP son Api, AP», -.., Ap, - Así entonces, 
se debe tener 
AP, = iPr AP2 = 42P2> +++» APn = LD (6.5) 


Supuesto que P es inversible, no todos sus vectores columna son cero; por tanto, por (6.5), 
Ais Az, -- ,A, soneigenvalores de A, Y Pi, P2,---, p, Son eigenvectores correspondientes. 
Ya que Pes inversible, del teorema 13 de la sección 4.6 se deduce que p1, P2,- . . , P, son 
linealmente independientes. Por tanto, A tienen eigenvectores linealmente independientes. 
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b) > a). Supóngase que A tiene n eigenvectores linealmente independientes, Py, P2,- - 


F 


P„, con los eigenvalores correspondientes Aj, Az, .. <, Ay, y sea 
Pii Piz ``’ Pin 
dis Pa1 P22 pa Pan 
| Pat Pn2 qa Pnn 


la matriz cuyos vectores columna son P1, P2, +- -, P, Por el ejemplo 17 de la sección 1.4, 
las columnas del producto AP son 


AÁD1, ÁAP2) + -- > APn 
Pero 
AP] = 41P1 AP2 = 422, +++ > APA = 4mPr 


de modo que 


diPri 42Pr2 °° AmPan Pi Pir A TIA A 
AP = A1P21 42P22 w ÅnP2n 2 P21 Pza ER Pan ds 
/1Pn1 42Pn2 ads AP ni Pn1 Pn2 "2 Pm 0 0 na Àn 


= PD (6.6) 


en donde D es la matriz diagonal que tiene los eigenvalores À; , Àz, . . ., A, en la diagonal 
principal. Supuesto que los vectores de.P son linealmente independientes, P es inversible. 
así entonces, (6.6) se puede reescribir como P =! AP =D; es decir, A es diagonalizable. PM] 


Con base en esta demostración, se obtiene el siguiente procedimiento para diagona- 
lizar una matriz diagonalizable A de n X nm: 


1 snnuol i IM i i 


Ejemplo 7 


Hállese una matriz P que diagonalice a 
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3-2 0 
A=|-2 3 0 
0 0 5 


Solución. Por lo visto en el ejemplo 5, los eigenvalores de A son A = 1 y A=5. También, 
por los resultados de ese ejemplo, los vectores 


=j | 
p=] 1 y p=|0 
o $ 


forman una base para el eigenespacio que corresponde a A = 5 y 


es una base para el eigenespacio correspondiente a A = 1. Es fácil verificar que (p,, P2, P3} 
es linealmente independiente, de modo que 


<1 0-1 
P= 1.01 
0.1.0 


diagonaliza a A. Como comprobación, el lector debe verificar que 


E E; E A AA, AO > Ed 500 
P=AP= |- 0 0. 11|-2 3 0 1 0 iļ=ļl0 5 0 
4 4 ojlo o 511 010 001 


No existe preferencia respecto al orden de las columnas para P. Dado que el i-ésimo 
elemento en la diagonal de P 7? AP es un eigenvalor para el i-ésimo vector columna de P, 
al cambiar el orden de las columnas de P sólo se cambia el orden de los eigenvalores en la 
diagonal de P- 1 AP. Por tanto, si se hubiese escrito 


-1 1 0 
P= 1.1.0 
0.0 1 
en el último ejemplo, se habría obtenido 
50.0 
PHAPEAO 1 0 
0 0 5 
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Ejemplo 8 


La ecuación característica de 


es 


¿+3 —2 


det(21 — A) = 
et( ) de > 4-1 


] =(1+ 1)? =0 
Por tanto, A= —l es el único eigenvalor de A; los eigenvectores correspondientes a À = —1 
son las soluciones de ( -7 — A)x = 0; esto es, de 


2x, — 2x, =0 


2x1 =2x,=0 


Las soluciones de este sistema son x; =f, x = t (verifíquese); de aquí que el eigenespacio 
consta de todos los vectores de la forma 


Como este espacio es unidimensional, A no tiene dos eigenvectores linealmente indepen- 
dientes y, por tanto, no es diagonalizable. 


Ejemplo 9 


Sea T:R? > R? el operador lineal dado por 


Xd 3x, — 2x2 
Tlix2lj=|-2x, + 3x, 
X3 5x3 


Hállese una base para R? con relación a la cual la matriz de T sea diagonal. 


Solución. Si B = {e;, e3, e3 ) denota la base estándar para R?, entonces 


1 3 0 —2 
Tle,)= T 0 =|-2 , Me) = T 1 pe 3 E 
0 0 0 0 
0 0 
Tles)= T|JO0||=]0 


] 5 
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de modo que la matriz estándar para T es 


3 Uk 0 
A= J2 3 0 
0 0 5 


Ahora se desea cambiar de la base estándar hacia una nueva base B' = (u;, w, us }para 
obtener una matriz diagonal A” para T. Si se hace que P sea la matriz de transición de la 
base desconocida B' hacia la base estándar B entonces, por el teorema 7 de la sección 5.5, 
A y A' estarán relacionadas por medio de 


E 


En otras palabras, la matriz de transición P diagonaliza a A. En el ejemplo 7 se encontró 
esta matriz. Por lo que se llevó a cabo en ese ejemplo, 


E A 50 0 
P=| 1.01 y A =|0 50 
0.10 0.0 1 


Ya que P representa la matriz de transición de la base B’ = {u; , w, uz }hacia la base están- 
dar B = {e;, ez, ez ), las columnas de P son [u; ]g, [w ]g y [W ]g, de manera que 


-Í 0 ] 
[u;i]; = 11, [u2]; = of, [u]s= ] 1 
0 Í 0 
Por tanto, 
| 
u, = (— e, + (e, + (0)ez = l 
0 


u, = (0Je, +(0)Je, +(1)e3 = 0 


uy = (1)e, + (1)e; + (OJez = | 1 


son los vectores base que producen la matriz diagonal A' para T. 

Ahora que se han desarrollado las técnicas para diagonalizar una matriz diagonaliza- 
ble, se regresará a la pregunta: ¿Cuándo una matriz cuadrada A es diagonalizable? El resul- 
tado siguiente ayudará a estudiarla;la demostración se pospone hasta el final de la sección. 
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Teorema 3. Si vi, V2, ..., Vg son eigenvectores de A correspondientes a eigenvalores dis- 
tintos My, Na, . . My, entonces [V1, Va, . -., Vg} es un conjunto linealmente indepen- 
diente. 


Como consecuencia de este teorema, se obtiene el útil resultado que sigue: 


Teorema 4. Si una matriz A den X n tiene n eigenvalores distintos, entonces A es dia- 
gonalizable. Y 


Demostración. Si Vi, V2,.. . , Y, son eigenvectores correspondientes a los eigenvalores 
distintos A1, Az, . - . , A, entonces, por el teorema 3, V1, V2, . . . , Y, son linealmente inde- 
pendientes. Por tanto, A es diagonalizable, por el teorema 2. 


Ejemplo 10 


En el ejemplo 4 se vio que 


x 

I 

tw N 
om<- 


0 
0 
4 


tiene tres eigenvalores distintos, A=4,A=2 +3, A=2— 3. Por tanto, A es diagonali- 
zable. Además, 


para alguna matriz inversible P. Si se desea, se puede encontrar la matriz P isus el 
método que se muestra en el ejemplo 7. 


Ejemplo 11 


La recíproca de] teorema 4 es falsa; es decir, una matriz A de n X n puede ser diagona- 
lizable aun cuando no tenga n eigenvalores distintos. Por ejemplo, si 


TE 
JO 3 


entonces la ecuación característica de A es 


de(21 — A) = (= 3 =0 


de modo que À = 3 es el único eigenvalor distinto de 4. Sin embargo, es obvio que A es 
diagonalizable, dado que, con P =/, 


30 
PIAP=I '"Al=A= 
aq 
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OBSERVACION. El teorema 3 es un caso especial de un resultado más general: Supóngase 
que Aj, Az, . =», A, son eigenvalores distintos y se elige un conjunto linealmente indepen- 
diente en cada uno de los eigenespacios correspondientes. Si entonces se combinan todos 
estos vectores en un solo conjunto, el resultado todavía es un conjunto linealmente inde- 
pendiente. Por ejemplo, si se eligen tres vectores linealmente independientes de un eigen- 
espacio y dos eigenvectores linealmente independientes de otro eigenespacio, entonces 
los cinco vectores juntos forman un conjunto linealmente independiente. Se omite la 
demostración. 


OPCIONAL 


Se concluye esta sección con una demostración del teorema 3. 


Demostración. Sean vi, V2, . . . , Y eigenvectores de A que corresponden a los eigenvalo- 
res distintos Ay, Az, . . . , Az. Se supondrá que v1 , V2, . - - , Vg son linealmente dependien- 
tes y se obtendrá una contradicción. Entonces se puede concluir que v;,V2,... , Vg SOR 


linealmente independientes. 

Ya que, por definición, un eigenvector es diferente de cero, {v; } es linealmente in- 
dependiente. Sea r el entero más grande tal que (v,, V2, .. . , V, }es linealmente indepes- 
diente. Dado que se está suponiendo que {v;, V2,... , Y, } es linealmente dependiente. s 
satisface 1 <r < k. Es más, por definición de r, {v;, Y2, .- . , Y, 4 y Jes linealmente depen- 
diente. Por tanto, existen los escalares c4, C2,- . . ,C, + 1, nO todos cero, tales que 


CV H Cat e ECY F (6.7) 
Al multiplicar ambos miembros de (6.7) por A y aplicar 
Avii AV E Aa o Aa E Aai 


se obtiene 


CJA iVi H CAY Hre H CaA =O (6.8) 


Al multplicar ambos miembros de (6.7) por A, , , y restar la ecuación resultante de (6.8) 
se llega a 


c(h — A+ 1)Y1 + Cold — Araya + 00 + elir — Ar+1)Y, =0 


Supuesto que {v1, V2, ... Y,) es linealmente independiente, esta ecuación implica que 
Cili — A+ 1) = Calha — Arta) = 000 = CA, 4, +1) =0 
y como Ay, Az,,. . -> A,  , son distintos, se deduce que 
==" l (6.9) 


Sustituyendo estos valores en (6.7) se obtiene 
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Cra 1Yr+1 F 0 
Debido a que el eigenvector », , , es diferente de cero, se concluye que 
eT (6.10) 


Las ecuaciones (6.9) y (6.10) contradicen el hecho de que c4, €2,...,C, + , no son 
todos cero; esto completa la demostración. $ 


EJERCICIOS 6.2 


Demuestre que las matrices de los ejercicios 1 al 4 no son diagonalizables. 


2 0 
l. 
ha) 


En los ejercicios $ al 8 halle una matriz P que diagonalice a ÆA y determine P ~ 1 AP. 


A A a 0 
A E 7 BOPG 


> 3 3050 > 
2. | ] 3.0 2 0 4. |-1 3 0 
Il 2 


iy 0 e EIA 


En los ejercicios 9 al 14, determine si 4 es diagonalizable. Si lo es, halle una matriz 
P que diagonalice a A y determine P 7! AP. 


19 -9 =6 =| 4 -2 
9. A=|25 -Il -9 10. A= | -3 4 0 
I7 =9 =ą4 =3 l 3 
500 0 0 0 
I. A=|1 5 0 12. A=/0 0 O 
0.1.5 301 
=Z 0 0 0 2 0 0 0 
+2 0 0 — — 
13. A= 14. A = A â $ 
0 E 0 0 3 0 
0 0 1 3 0 0 0 3 
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15. Sea T:R? > R? el operador lineal dado por 
Des 
X3 2x1 + X2] 
Halle una base para R? con relación a la cual la matriz de T sea diagonal. 


16. Sea T:R? > R? el operador lineal dado por 


Xy 2x1 X2— X3 
Tixlj= > X3 
Xa —=X + X2 + 2x3 


Halle una base para R? con relación a la cual la matriz de T sea diagonal. 
17. Sea T:P, >P, el ie lineal definido por 
Tlay + a41x) = ao + (6a, — a,)x 
Halle una base para P, con respecto a la cual la matriz para T sea diagonal. 


18. Sea A una matriz den X ñ y P una matriz inversible de n X n. Demuestre que: 


a) (P7 APY =P7!4?P. 
b) (PLAP) =P AFP (k un entero positivo). 


19. Use los resultados del ejercicio 18 para ayudarse a calcular A 1 en donde 


ariel 


(Sugerencia. Halle una matriz P que diagonalice a A y calcule (P 1 AP) wS 


20. Sea 


Demuestre que: 
a) A es diagonalizable si (a — dy + 4bc > 0. 
b) A noes diagonalizable si (a - d)? + 4bc <0. 


6.3 DIAGONALIZACION ORTOGONAL; 
MATRICES SIMETRICAS 


En esta sección se estudia el segundo problema propuesto al principio de la sección 6.2. 
Este estudio conducirá a la consideración de una clase importante de matrices conocidas 
como matrices simétricas. 


MATRICES SIMETRICAS 319 


En toda esta sección, por ortogonal se entiende ortogonal con respecto al producto 
euclidiano interior sobre R,,. 


Definición. Se dice que una matriz cuadrada A es ortogonalmente diagonalizable si existe 
una matriz ortogonal P tal que PT! AP (= P*AP) sea a se dice que la matriz P 
diagóonaliza ortogonalmente a A. 

Se debe considerar dos interrogantes. Primero, ¿cuáles matrices son ortogonalmente 
diagonalizables?; y, segundo, ¿cómo se encuentra una matriz P para llevar a cabo la diago- 
nalización ortogonal de una matriz ortogonalmente diagonalizable? El siguiente teorema 
se refiere a la primera interrogante. 


Teorema 5. Si A es una matriz de n X n, entonces las proposiciones que siguen son'equi- 
valentes: 


a) Aes ortogonalmente diagonalizable. 
b) A tiene un conjunto ortonormal de n eigenvectores. 


Demostración a) > b). Supuesto que A esortogonalmente diagonalizable, existe una matriz 
ortogonal P tal que P T'AP es diagonal. Como se indica en la demostración del teorema 2, 
los n vectores columna de P son eigenvectores de A. Como P es ortogonal, estos vectores 
columna son ortonormales (véase ¡el teorema 28 de la sección 4:10); de modo que A tiene 
n.eigenvectores ortonormales. 


b = a). Supóngase que A tiene un conjunto ortonormal de n eigenvectores, {P1, P2,..., 
P, ). Como se indica. en la demostración, del teorema .2, la matriz P,que tiene a estos 
eigenvectores como columnas diagonaliza a A. Debido a que estos eigenvectores son orto- 
normales, P es ortogonal y, por tanto, diagonaliza ortogonalmente a A. M 


En la demostración del teorema 5, se indica que una matriz A de n X:n, ortogonal- 
mente diagonalizable, es ortogonalmente diagonalizada por cualquier matriz P de n X n 
cuyas columnas formen un conjunto ortonormal de eigenvectores de A. Sea D la matriz 
diagonal 


Por tanto, 
A= PDP! 
o, como P es ortogonal, 
A = PDP: 


Por tanto, 
A' = (PDP'Y = PD'P' = PDP' = A 
Una matriz con la propiedad de’ 


A= A 
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se conoce como simétrica. Así entonces, se ha demostrado que una matriz ortogonal- 
mente diagonalizable es simétrica. La recíproca también es verdadera; sin embargo, se 
omite la demostración, ya que llevaría más allá del alcance de este texto. El siguiente 
teorema resume el análisis realizado hasta aquí: 


Teorema 6. Si A es una matriz de n X n, entonces las proposiciones siguientes son equi- 
valentes: 


a) Aes ortogonalmente diagonalizable. 
b) A es simétrica. 


Ejemplo 12 
La matriz 
1 -4 5 
A=|-4 3 0 
5 0 7 


es simétrica puesto que A =A?. 

Se verá ahora el problema de encontrar una matriz ortogonal P para diagonalizar 
una matriz simétrica. La clave es el teorema que se da a continuación, cuya demostración 
se encuentra al final de la sección. 


Teorema 7. Si A es una matriz simétrica, entonces los eigenvectores de eigenespacios 
diferentes son ortogonales. 


Como consecuencia de este teorema, se obtiene el procedimiento que se describe en 
seguida para diagonalizar ortogonalmente una matriz simétrica: 


Se debe aclarar la justificación de este procedimiento. En el teorema 7 se afirma que los 
eigenvectores de eigenespacios distintos son ortogonales, en tanto que la aplicación del 
proceso de Gram-Schmidt asegura que los eigenvectores obtenidos dentro del mismo eigen- 
espacio son ortonormales. Por consiguiente, el conjunto completo de eigenvectores 
obtenidos por este procedimiento es ortonormal. 


Ejemplo 13 


Hállese una matriz ortogonal P que diagonalice a 
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4 2 2 
A=|2 4 2 
22 4 
Solución. La ecuación característica de A es 
¿=4. -2 Ep 
del( 71 — A)=det| -2 ¿-4 -=2 |=(i-2P(4-8)=0 
-2 -2 /,- 


Así entonces, los eigenvalores de A son A=2 y à= 8, Por el método aplicado en el ejemplo 5, 
se puede demostrar que 


forman una base para el eigenespacio correspondiente a A = 2. Al aplicar el proceso de 
Gram-Schmidt a (u,, u, ) se llega a los eigenvectores ortonormales (verifíquese) 


1 l 


v2 y 


(59) 


El eigenespacio correspondiente a A= 8 tiene a 


I 
u=|1l 
1 


como base. Al aplicar el proceso de Gram-Schmidt a (uz }se obtiene 


al all 
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Por último, al utilizar v,, V2 y v3 como vectores columna, se tiene 


la cual diagonaliza ortogonalmente a A. (Como comprobación, es pisibis que el lector 
desee verificar que P'AP es una matriz diagonal.) 

Se concluye esta sección enunciando dos propiedades importantes de las matrices 
simétricas. Se omiten las demostraciones. 


Teorema 8. 

a) La ecuación característica de una matriz simétrica A sólo tiene raices reales. 

b)  Siun eigenvalor A de una matriz simétrica A se repite k veces, como una raiz de la 
ecuación característica, entonces el gipanespati correspondiente a A tiene k dimen- 
siones. 


Ejemplo 14 


La ecuación característica de la matriz simétrica 


Dx 

II 
Slo CR u 
20o0o0our-— 
—=Noo 
-r= oD 
ho -— 0.0 


es 

-44 DU=2)=0 
de modo que los eigenvalores son A=4,A=1yA=2,en donde A=4 y A= 1 están repe- 
tidos dos veces y A = 2 ocurre una vez. Por tanto, los eigenespacios correspondientes a A 


=4yA= 1 son bidimensionales y el eigenespacio que corresponde a A =2 es unidimen- 
sional. 


OPCIONAL 


Demostración del teorema 7. Sean A, y A, dos eigenvalores diferentes de la matriz simé- 
trica A de n X n y supóngase que 
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son los eigenvectores correspondientes. Se desea demostrar que 
(Uy Va) = 010 + Da0 H H oth =0 


Dado que v,*v, es una matriz de n X n que tiene a <v,, v2> como su único elemento, se 
puede completar la demostración al demostrar que <v; *v, > = 0. 

Ya que v,*4v, es una matriz de 1 X 1 y, evidentemente, toda matriz de 1 X les 
simétrica, 


vi Av, =(v, Ava) 


v, AY, (por una propiedad de la transpuesta; véase la sección 2.3) 


=v, Av, (supuesto que 4 es simétrica) 
También, 
Vi AY? = Yia = 22102 
y 
VAV, = WS ZW = yY 
g“ 1 a NG ds? 
dl go ds cts: 
= AVIV = 21110 
De donde, 
de da ES 
LAY Va = 221 Va 
o bien, 


, ts 
(21 — 42)vv2 =0 


Supuesto que A, + Ay, se concluye que v;‘v, = 0. 


EJERCICIOS 6.3 


1. Aplique el inciso (a) del teorema 8 para encontrar las dimensiones de los igenes- 
pacios de las matrices simétricas siguientes: 


Il —4 a 


=i i 
a) Í i b) | —=4 17 ES 
de: 
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paja 6.00 
ol1r11 d) (0 3 3 
ESPE: 03 3 
4400 $ tro 
4400 A. E 
dl A o or lc e 
0.0.0.0 bo do e ed 


En los ejercicios 2-9, halle una matriz P que diagonalice ortogonalmente a A y de- 
termine P7! AP. 


2. 


10. 


11. 


12. 


13. 


3 1 5 
A= PEET 
1.3 343 


o —2 0 —36 
ya —7 24 5. A= 0 -3 0 
aag cor =36 0 -23 
11.0 2 -1 -—1 
A=|1 1 0 TASA 2 =i 
0.0.0 =1 -1 2 
E 5 -2 0 0 
hik 1300 yii —2 2 0 0 
-100.0.0 E E NAS: 
0000 0 0 -2 2 
Halle una matriz que diagonaliza ortogonalmente a 


en donde b £ 0. 

Se dıce que dos matrices de n X n, A y B, son ortogonalmente semejantes si 
existe una matriz ortogonal P tal que B = P”* AP. Demuestre que si A es si- 
métrica y A y B son ortogonalmente semejantes, entonces B es simétrica. 


Pruebe el teorema 7 para matrices simétricas de 2 X 2. 


Pruebe el teorema 8a para matrices simétricas de 2 X 2. 


EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 


1. 


a) Demuestre que si 0 <0 < rr, entonces 
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cos)  —sen0 
ja 
sen Y cos 0 


no tiene eigenvalores y, como consecuencia, no tiene eigenvectores. 
b) Considerando la transformación lineal de la multiplicación por A, dé una 
explicación geométrica del resultado que se obtiene en (a). 


2. Halle los eigenvalores de 


A= 


» o 


kè 3k? 


3. a) Demuestre que si D es una matriz diagonal con elementos no negativos en 
la diagonal principal, entonces existe una matriz $ tal que $? = D. 
b) Demuestre que si 4 es una matriz diagonalizable con eigenvalores no nega- 
tivos, entonces existe una matriz S tal que $° = A. 


c) Halle una matriz S tal que 5? = A, si 


D 

il 
oo. — 
h 
pa 


0 9 


4. Pruebe: Si A es una matriz cuadrada, entonces A y A* tienen los mismos eigen- 
valores, 


5. Pruebe: Si A es una matriz cuadrada y p(A)= det (AI — A) es el polinomio ca- 
racterístico de 4, entonces el coeficiente de MT? en p(A) es el negativo de la 
traza de A (véase el ejercicio 15 de la sección 6,1 en relación con la terminología). 


6. Pruebe: Si b = 0, entonces 


no es diagonalizable. 


7. En el álgebra lineal avanzada se prueba el teorema de Cayley-Hamilton, el cual 
afirma que una matriz cuadrada A satisface su ecuación característica;es decir, si 


Co HCA +C + +0 )2"=0 
es la ecuación característica, entonces 

Col + co A+ Co A+ e +c4=0 
Verifique este resultado para: 


po, 0) y 0 ope ý 
MARE ARR 
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10. 


11. 


EIGENVALORES Y EIGENVECTORES 


En los ejercicios 8 al 10 aplique el teorema de Cayley-Hamilton, enunciado en 
el ejercicio 7. 


Use los resultados del ejercicio 15 de la sección 6.1 para probar el teorema de 
Cayley-Halmilton para las matrices de 2 X 2, 


El teorema de Cayley-Hamilton proporciona un método para calcular potencias 


de una matriz. Por ejemplo, si A es una matriz de 2 X 2, con ecuación caracte- 
rística. 


co+O4+4=0 


entonces col + c1 A + A? =0, de modo que 


A? = —c,A= Col 
Al multiplicar todo por 4 da 4? = -(,4? — (yA, lo cual expresa A? en térmi- 
nos de 4? y A, y al multiplicar todo por 4? se obtiene A? = —c,4* —cya?, 


que expresa 4* en términos de A? y 4?. Continuando de esta manera, se pue- 
den calcular las potencias sucesivas de 4, expresándolas simplemente en térmi- 
nos de potencias inferiores, Utilice este procedimiento para calcular 


AAA AO NARA] A? 


3 
de 


para 


Use el método del ejercicio precedente para calcular a? y A? si 
0 1 0 
A=J|0 0 1 
1 -3 3 


Demuestre que 


tiene 


a) dos eigenvalores distintos si (a — d)? + 4bc > 0; 
b) un eigenvalor si (a — d)? + 4bc=0; 
c) ningún eigenvalor si (a — d)? + 4bc <0. 


12. a) Demuestre que si 4 es una matriz de n X n, entonces el coeficiente de A” 


en el polinomio característico de A es 1. (Un polinomio con esta propie- 
dad Se conoce como mónico.) 
b) Demuestre que la matriz 
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Po 0.0 PES 
DATO Du 
0 1 0 0 =C), 
0 0 0 l (A 
SH 
tiene el polinomio característico pÀ) = co Fc A+... + Cp, APT ñ 


+ Ar, Esto indica que todo polinomio mónico es el polinomio caracte- 
rístico de alguna matriz. La matriz de este ejemplo se denomina matriz 
acompañante de p(A). (Sugerencia, Evalúe todos los determinantes del 
problema, sumando un múltiplo del segundo renglón al primero, para intro- 
ducir un cero en el lugar superior de la primera columna y, a continuación, 
desarrollando en términos de cofactores a lo largo de la primera columna.) 

c) Halle una matriz con polinomio característico p(A)= 1 — 2A + A? +3 
+A”, 


7 
Aplicaciones 


7.1 APLICACION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 


Muchas leyes de la física, química, biología y economía se expresan en términos de 
ecuaciones diferenciales, es decir, ecuaciones que comprenden funciones y sus derivadas. 
El propósito de esta sección es ilustrar una manera en la que es posible aplicar el álgebra 
lineal para resolver ciertos sistemas de ecuaciones diferenciales. Esta sección no es amplia, 
pero debe servir para convencer al lector respecto a que el álgebra lineal tiene aplicaciones 
sólidas. 

Una de las ecuaciones diferenciales más sencillas es 


y =ay (7.1) 


en donde y = f(x) es una función desconocida que se debe determinar, y’ = dy/dx es su 
derivada y a es una constante. Como la mayoría de las ecuaciones diferenciales, (7.1) tie- 
ne una infinidad de soluciones, las cuales son funciones, en este caso, de la forma 


y = ce™ (7.2) 


en donde ¢ es una constante arbitraria. Cada función de este tipo es una solución de y’ = ay 
dado que 


y = cae” = ay 


Inversamente, toda solución de y” = ay debe ser una función de la forma ce“* (ejercicio 
7), de modo que (7.2) describe todas las soluciones de y" =ay. A (7.2) se le da el nombre 
de solución general de y' =ay. 

A veces el problema físico que genera una ecuación diferencial impone alguna con- 
dición agregada que permite aislar una solución particular a partir de la solución general. 
Por ejemplo, si se requiere que la solución de y' = ay satisfaga la condición agregada 


y(0) = 3 (7.3) 
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es decir, y = 3 cuando x = 0, entonces, al sustituir estos valores en la solución general 
y =ce“* , se obtiene un valor para c, a saber 


Por tanto, > 
y= 3e” 


es la única solución de y” = ay que satisface la condición agregada. Una condición, como 
la (7.3), que especifica el valor de la solución como la (7.3), que especifica el valor de la 
solución en un punto se conoce como condición inicial, y el problema de resolver una 
ecuación diferencial sujeta a una condición inicial se denomina problema con valor inicial. 


En esta sección se considera la resolución de sistemas de ecuaciones diferenciales 
que tienen la forma 


Yı = G11Y1 Faray E CC Y 
= A24 Y1 + d22Y2 +" 005 an Y 


-= 
N 
| 


Ya = Ani Yı TF n2 Y2 ar Gan Yn 


en donde y, =£1 60), Y2 Sf), ~, Yn = fa Œœ) son funciones que van a determinarse y 
las a; son constantes. En notación matricial, (7.4) se puede escribir 


yi aii A 000 Giaj [Ys 
r y 
Yy2| _ |21 422 *** dn| |¥2 
Yn ani an2 "5 Am Yn 
o, más brevemente, 
Y” = AY 
Ejemplo 1 
a) Escríbase el sistema 
y1=3y, 
y2 = —2y 
Y3 = y3 


en notacion matricial. 
b) Resuélvase el sistema. 


c) Hállese una solución del sistema que satisfaga las condiciones iniciales y; (0) = 1, 
y2(0)= 4 y y3(0)° =°- 
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Solución a). 
yi 3 0 01 y, 
VE 07 =2 0[ly (7.5) 
y3 0E PR NA 
o bien, 
3 0 0 
Y'=|0 -2 0 Y 
0 0 5 


b) Debido a que cada ecuación comprende sólo una función desconocida, se puede resol- 
ver cada una por separado, De (7,2) se obtiene 


y = ce” 
Y2 = cze F 


Y3 


Il 
S 
w 
GN 
uu 
x 


o,en notación matricial, 


Y3 C3E 
c) A partir de las condiciones iniciales dadas, se obtiene 


1 (Mercat 
Fa y2(0) = cae? SGD 
2 = ya(0) = cze? = c3 


de modo que la solución que satisface las condiciones iniciales es 


pa e YE das Yas —2e?* 


3 


o,en notación matricial, 


El sistema de este ejemplo fue fácil de resolver porque cada ecuación comprendía 
sólo una función desconocida, y éste fue el caso porque la matriz de coeficientes (7.5) 
para el sistema fue diagonal. ¿Pero cómo manejar un sistema 
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Y' = AY 


en el cual la matriz A no sea diagonal? La idea es sencilla: Inténtese hacer una sustitución 
para Y que conduzca a un nuevo sistema con una matriz diagonal de los coeficientes; 
resuélvase este nuevo sistema más sencillo y, a continuación, úsese esta solución para 
determinar la del sistema original. 

La clase de sustitución que se tiene en mente es 


Yi S Piia + Piata Hite F Pinin 
Ya = P214] + P2243 +00 F Pantta 


= Pmi T Pn242 e A Punlin 


s 


o, en notación matricial, 


Y Pis Pra `°? Pinl| “i 
Y2] _4P2i P22 ``’ Pan|| 42 
Yn Pri Pn2 di Pin Uyn 
o, más brevemente, 
Y SPU 


En esta sustitución, las p; son constantes que deben determinarse de tal modo que el 
nuevo sistema que comprenda las funciones desconocidas 4, ,4z,..., 4, tenga una matriz 
diagonal de los coeficientes, Se deja como ejercicio para el estudiante derivar cada una de 
las ecuaciones en (7.6) y deducir que 


NE 
Si se hacen las sustituciones Y = PU y Y' = PU” en el sistema original 
dd 
y si se supone que P es inversible, se obtiene 
PU’ = A(PU) 
o bien, 
U' = (P7 'AP)U 


o bien, 
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en donde D =P" AP. Ahora queda claro cómo elegir P; si se desea que la nueva matriz de 


los coeficientes D sea diagonal, se debe elegir P como una matriz que diagonalice a 4. 
Esto sugiere el procedimiento que sigue para resolver un sistema 


con una matriz A de los coeficientes que sea diagonalizable: 


Ejemplo 2 


a) Resuélvase 


VI= Y + y 
y2 =4y, — 2) 


b) Hállese la solución que satisfaga las condiciones iniciales y,(0)=1,y,(0)=6. 


Solución a). La matriz de los coeficientes para el sistema es 


Fuera dí el 
Frias la 


Como se analizó en la sección 6.2, A será diagonalizada por cualquier matriz P cuyas co- 
lumnas sean eigenvectores linealmente independientes de A. Dado que 


SUE 
LAT 5 


los eigenvalores de A son à = 2, A = —3. Por definición, 


Xi 
XxX sr 
Xa 
es un eigenvector de A correspondiente a A si y sólo si x es una solución no trivial de 
(AI — A)x =0, es decir, de 
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Si à = 2, este sistema se convierte en 


Al resolverlo. da 


de modo que 


Por tanto, 


"=L 


es una base para el eigenespacio correspondiente a A = 2. De manera análoga, el lector 
puede demostrar que 
E 
MZ 4 
p2 | ¡ 


es una base para el eigenespacio correspondiente a A = —3. Por tanto, 


Pepi 
ETTI 


diagonaliza a 4 y 


Por tanto, la sustitución 
Y y Y. "PO" 
conduce al nuevo “sistema diagonal” 


X i E 0j, 4 e, =2u, 
u=pu= o JU e... 


Con base en (7.2), la solución de este sistema es 


> 
ec e . Ed 
1 Zy ó p = 
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de modo que la ecuación Y = PU proporciona como la solución para Y 


3 "E Ea 
y Y Ll —i]l[c,e? ee — deseo + 
z- A Aa 1 1 a ¿2 SS 
Ya Cae ce + (ye 1 
o bien, 


pi (7.7) 
VNE EGE 


b) Si se sustituyen las condiciones iniciales dadas en (7.7), se obtiene 


i UNESA 
tata 


c+ c=6 


Al resolver este sistema se obtiene 


pine Sne 


PP 28784 de 73 


En esta sección se ha supuesto que la matriz de los coeficientes de Y'= AY es dia- 
gonalizable. Si este no es el caso, es necesario aplicar otros métodos para resolver el sis- 
tema. Los métodos de este tipo se estudian en textos más avanzados. 


EJERCICIOS 7.1 


1. a) Resuelva el sistema 
mS yrik Ai 
e PO 
b) Halle la solución que satisfaga las condiciones iniciales y, (0) = 0, y- (0)=0. 
2.4) Resuelva el sistema 
MENE 
15 =45, +51, 
b} Halle la solución que satisfaga las condiciones y; (0) = 2, y2(0)= 1 
3. a) Resuelva el sistema 
y= 41 + Y3 
a E E 


Fere i + Va 
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b) Halle la solución que satisfaga las condiciones iniciales y, (0) = —1,y2(0) = 
1,y3(0)=0. 


. Resuelva el sistema 


yi =4y, + 2y, + 2ya 
ya = 2y; + 4y, + 273 
y3 = 2y, + 2y2 + 4y3 


. Resuelva la ecuación diferencial y” — y' — 6y = 0. (Sugerencia.) Haga y, = 


, “ PP 
Y,Y2 =y Y,acontinuación, demuestre que 


y=» 
y =y" = y + 6y = yi + 6y, = 6y, + Ya 
. Resuelva la ecuación diferencial y” ’— 6y” + 11y'— 6y = 0. (Sugerencia. Haga 


Yı =)Y,Y2 =Y , Y3 =y" y, a continuación, demuestre que 


y=) 
y2 = y3 


y3 = 6y, — 11y, + 6y3 


. Pruebe que toda solución de y'= ay tiene la forma y = ce**, (Sugerencia, Sea y = 


f(x) una solución y demuestre que f(x)e %* es constante.) 


. Pruebe que si 4 es diagonalizable y 


satisface Y’ = AY, entonces cada y; es una combinación lineal deeA!* ¿A?x 
eònx en donde A, ,2»2,..., A, son eigenvalores de A. 


7.2 APLICACION A PROBLEMAS DE APROXIMACION; SERIES DE 


FOURIER 


En muchas aplicaciones se tiene interés en encontrar la mejor aproximación posible sobre 


un intervalo, para una función f, por medio de otra función que pertenece a alguna clase 
especificada; por ejemplo: 


a) Halle la mejor aproximación posible para e* sobre (0, 1], por medio de un 
polinomio de la forma ay + a,x +a27x?. 

b) Halle la mejor aproximación posible para sen mx sobre [—1, 1], por medio de 
una función de la forma a, +a,e* +aze?* + ge9%, 

c) Halle la mejor aproximación posible para |x | sobre [0, 27], por medio de una 
función de la forma a, + a, sen x + az sen 2x +b, cosx + b, cos 2x. 
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Figura 7.1 


Observe que en cada uno de estos ejemplos, las funciones de aproximación se extrajeron 
de algún subespacio del espacio vectorial C[a pb] (funciones continuas sobre [a, b1). En el 
primer ejemplo, fue el subespacio de C[O, 1] generado por 1,x y x?; en el segundo ejem- 
plo, fue el subespacio de C| —1, 1] generado por 1,e*,e?* y e?*x*; y, en el tercer ejemplo, 
fue el subespacio de C[O, 27] generado por 1, sen x, sen 2x, cosx y cos 2x. Por tanto, 
cada uno de estos ejemplos enuncia un problema de la forma siguiente: 


Problema de aproximación. Hállese la mejor aproximación posible sobre [a,b] para una 
función dada f, utilizando únicamente aproximaciones tomadas de un subespacio espe- 
cificado W de Cla, b]. 

Para resolver este problema es necesario tomar el término “la mejor aproximación 
posible sobre [a, b]” de manera más precisa. Intuitivamente, la mejor aproximación posi- 
ble sobre [a, b] es aquélla que produzca el menor error. ¿Pero qué se entiende por “error”? 
Si sólo se tuviese interés en la aproximación de f(x) en un sólo punto xo , entonces el error 
en xp por una aproximación g(x) sería simplemente 


error = | f(x) — g(x0)| 


a lo que a veces se denomina desviación entre f y g en xp (figura 7.1.). Sin embargo, se 
tiene interés en la aproximación sobre un intervalo completo [a,b], no en un solo punto. 

Como consecuericia, es posible que en una parte del intervalo, una aproximación 
81 (x) tenga desviaciones menores respecto de f que una aproximación g, (x), y en otra 
parte del intervalo podría suceder lo contrario. ¿Cómo se decide cuál es la mejor aproxi- 
mación global? Lo que se necesita es alguna manera de medir el error global en una apro- 
ximación g(x). Una medida posible del error global $e obtiene integrando la desviación 
ES) —g8(x) | sobre todo el intervalo; es decir, 


error = f 100 — go) dx (7.8) 


Geométricamente, (7.8) es el área entre las gráficas de f(x) y g(x) sobre el intervalo fæ, b] 
(figura 7.2); entre mayor sea el área, mayor será el error global. 

Aun cuando (7.8) es natural y geométricamente atractiva, la presencia de un signo 
de valor absoluto es lo suficientemente incómoda en los cálculos, que la mayoría de los 
matemáticos y científicos por lo general se inclinan por la siguiente medida alternativa del 
error, conocida como error cuadrático medio, 
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El error cuadrático medio tiene la ventaja adicional de que permite trasladar la teoría de 
los espacios de productos interiores hacia los problemas de aproximación. Para ver en qué 
forma sucede esto, considérese el producto interior 


A 


<f, g) = f Mixjglxdx 09) 


a 


sobre el espacio vectorial Cla, b]. Con este producto interior, 


Pal 2-3 20 UN [LA = geo] dx 


en el que se afirma que el error cuadrático medio, que resulta de aproximar f por g sobre 
[z, b], es el cuadrado de la distancia entre f y g, cuando estas funciones se conciben como 
vectores en Cla, b], con el producto interior (7.9). Así entonces, una aproximación g, 
tomada de un subespacio W de Cla, b], minimiza el error cuadrático medio si y sólo si mi- 
nimiza | |f — g | [?, o bien, de modo equivalente, si y sólo si minimiza | |f — g | |. En po- 
cas palabras, la aproximación g en W que minimiza el error cuadrático medio es el vector 
g en W más próximo a f, utilizando el producto interior (7.9). Pero ya se sabe qué es vec- 
tor g; es la proyección ortogonal de f sobre el subespacio W (teorema 23, sección 4.9). 
Véase la figura 7.3. En resumen, se tiene el siguiente resultado: 


f = función encla, b] 
que debe aproximarse 


w f = mejor aproxima- 
a partir de W 


W = espacio vectorial de fun- 
ciones de aproximación 


Figura 7.3 
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Solución del problema de mínimos cuadrados. Si f es una función continua sobre [a,b] y 
W es un espacio con dimensión finita de Cla, b], entonces la función g en W que minimiza 
el error cuadrático medio 


| [60 = gd] dx 


es g = proy yy f, la proyección ortoganal de f sobre W, en relación con el producto interior 
(7.9). La función g = proy yy f se conoce como aproximación de los mínimos cuadrados 
para f tomada de W. 


Series de Fourier 
Una función de la forma 


t(x) = Co + Cp C08x.+0,6082x ++ 4:C, COS MX 


+ d, sen xX + d, sen 2x +::: + dy sennx (7.10) 


se conoce como polinomio trigonométrico; si C, y d,, no son ambos cero, entonces se 
dice que t(x) tiene orden n. 


Ejemplo 3 
t(x) = 2 + cos x — 3 cos 2x + 7 sen 4x 


es un polinomio trigonométrico con 


eoms le eies a == 0 SV 


El orden de t(x) es 4. 
Resulta evidente, por lo expresado en (7.10), que los polinomios trigonométricos 
de orden r o menos son las diversas combinaciones lineales posibles de 


l, cosx, COS2x,...,COSMX, SenX, sen2x,...,sennx (7.11) 


Por tanto, los polinomios trigonométricos de orden n o menos forman un subespacio W 
del espacio vectorial de funciones continuas; a saber, el subespacio generado por las 21 + 1 
funciones enumeradas en (7.11). Se puede demostrar que estas funciones son linealmente 
independientes y, como consecuencia, forman una base para W. 

Considérese el problema de encontrar una aproximación para una función continua 
F(x) sobre el intervalo [0, 27], por medio de un polinomio trigonométrico de orden 7 o 
menor. Como se hizo notar antes, la aproximación de mínimos cuadrados para f, tomada 
de W, es la proyección ortogonal de f sobre W., Para hallar esta proyección ortogo- 
nal, es necesario encontrar una base ortonormal go , 81, ..- . 82, Para W, después de lo cual 
es posible calcular la proyección ortogonal sobre W, a partir de la fórmula 


Proyy f = <f, 80280 + Cf, 81)81 +07 CL BonBon (7.12) 
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(véase el teorema 20 de la sección 4.9). Se puede obtener una base ortonormal para W, 
aplicando el proceso de Gram—Schmidt a la base 7.11), utilizando el producto interior 


<u, v> sfl 7 u(xe(x) dx 
Esto conduce (ejercicio 6) a la base ortonormal 


] ] 
Lo = q g 5 CoS Maa 8, = —= COS MX, 
q R YA VA 


l l 
N PEE sen X... Bon = sen nx (7.13) 
y X a T 


Si se introduce la notación 


2 l 
Spia <f, 80)» a = <f, Bio aF <f, gr? 


A B y T y T 


l 
by -<£, Puri): o o Gii Ba z <f, Ban? 


JT y TR 
entonces, al sustituir (7.13) en (7.12), se obtiene 
a 
Proy, f = a + [a, cos x +: :+a, cos nx] + [b; senx+:::+b, sen nx] 


en donde 


2 2 2n l 
do = — <f, == (x A d 
o= a o) a Ii fax 


1 np no 
a Pig yeti . So) cos xdx == f J(x)cos xdx 
yT ym yT ui 


1 
a, = == (f, Bn) = 


yr qdo 7 


l far, 
(x) os nxdx == lo : fíx)cos nxdx 


l 
bı AP RL E a 7 ffx) sen x dx = — iini x)senxdx 


ULA ea 


b, = ES di Js od p f(x)sen nx dx 
Jr 


A 
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En pocas palabras, 
dy == Je Jíx)cos kx dx, b,= 3 kI fo) senkx dx 


Los números 49,4,,...,4,,b1,... ,b, se denominan coeficientes de Fourier* de f. 
Ejemplo 4 
Hállese la aproximación de mínimos cuadrados de f(x) = x sobre [0, 27], por medio de 


a) un polinomio trigonométrico de orden 2 o menor 
b) un polinomio trigonométrico de orden 1 o menor. 


Solución. 


Para k = 1,2, ... la integración por partes conduce a (verifíquese): 


ll 


i E A l ar 
3 f fixcos kx dx = po Lo xcoskxdx=0 


dk 


l Par S 1 2n 2 
WE z ii fix)sen kx dx = z y X sen kx dX = SR (7.14) 


Por tanto, la aproximación de mínimos cuadrados para x sobre [0, 27], por medio de un 
polinomio trigonométrico de orden 2 o menor es 


do 


X =- + a, COS X + a Cos 2x + b, sen x + b, sen 2x 


o bien. con base en (7.14), 


x> n—2senx-— sen? 


b) La aproximación de mínimos cuadrados para x sobre [0, 27], por medio de un polino- 
mio trigonométrico de orden n o menor es 


a 
x= > + [a, cos x+> +++, cos nx] + [b, sen x +::: + b, sen nx] 


*Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) — matemático y físico francés. Fourier descubrió las series 
que llevan su nombre y las ideas relacionadas al trabajar con problemas de difusión del calor. Este 
descubrimiento es uno de los más trascendentales en la historia de las Matemáticas; es la piedra angular 
de muchos campos de investigación matemática y una herramienta básica en muchas ramas de la inge- 
niería. 

Fourier, politico activista durante la Revolución Francesa, pasó mucho tiempo en la cárcel por 
defender a muchas víctimas durante la Epoca del Terror. Finalmente se convirtió en un amigo predi- 
lecto de Napoleón, quien lo nombró tanto Barón como Conde. 


342 APLICACIONES 


o, por (7.14), 


sen2x  sen3x sen 1x 
x=xTE-2|senx + Is AO A - 
n 


Resulta obvio esperar que el error cuadrático medio disminuya a medida que se au- 
menta el número de términos en la aproximación de mínimos cuadrados 


; a i 
fa) + + ) (a, cos kx + b, sen kx) 
S k=1 
Se puede probar que el error cuadrático medio tiende a cero conforme n > + œ; esto se 
denota escribiendo 
. do E 
f)==3 +) (a, cos kx + by sen kx) 


k=1 


El segundo miembro de esta ecuación se denomina serie de Fourier para f. Las series de 
este tipo tienen importancia primordial en ingeniería, ciencias y matemáticas. 


EJERCICIOS 7.2 


1. Halle la aproximación de mínimos cuadrados de f(x)= 1 + x sobre el intervalo 
[0, 27] por medio de 


a) un polinomio trigonométrico de orden 2 o menor; 
b) un polinomio trigonométrico de orden n o menor. 


2. Encuentre la aproximación de mínimos cuadrados de f(x) =x? sobre el inter- 
valo [0, 27] por medio de 


a) un polinomio trigonométrico de orden 3 o menor; 
b) un polinomio trigonométrico de orden n o menor. 


3. a) Halle la aproximación de minimos cuadrados de x sobre el intervalo [0, 1] 
por medio de una función de la forma a + be*. 
b) Encuentre el error cuadrático medio de la aproximación. 


> 


4. a) Determine la aproximación de minimos cuadrados de e* sobre el intervalo 
10, 1], por medio de un polinomio de la forma ay + ayx. 
b) Halle el error cuadrático medio de la aproximación. 


5.4) Encuentre la aproximación de mínimos cuadrados de sen mx sobre el intervalo 
[ —1, 1], por medio de un polinomio de la forma ay +a¡x+azx?. 
b) Halle el error cuadrático medio de la aproximación. 


6. Aplique el proceso de Gram —Schmidt para obtener la base ortonormal (7.13), a 
partir de la base (7.11). 
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7. Lleve a cabo las integraciones que se dan en (7.14). 


8. Halle la serie de Fourier de f(x)="1T — x. 


7.3 FORMAS CUADRATICAS; APLICACION A LAS SECCIONES CONICAS 


y 


En esta sección se aplican los resultados obtenidos acerca de las transformaciones uztogo- 
nales de coordenadas, para el estudio de las ecuaciones cuadráticas, las formas cuadráticas 
y las secciones cónicas. Las formas cuadráticas surgen en una diversidad de problemas im- 
portantes referentes a áreas tan diversas como las vibraciones, la relatividad, la geometría 
y la estadística. 
Una ecuación de la forma 
ax? + bxy + ey? + dx+ey+f=0 (7.15) 


en donde a, b, ..., f son números reales, y al menos uno de los números 4a, b,c no es cero, 
se denomina ecuación cuadrática en x y y; la expresión 


ax?+2bxy +1? 
se llama forma cuadrática asociada. 
Ejemplo 5 
En la ecuación cuadrática 
Bad Sar — Tit 2x+7=0 

las constantes que se mencionan en (7.15) son 

a=3 b=3 A d=? e=0 CEF 
Ejemplo 6 

Ecuación cuadrática Forma cuadrática asociada 


IA? Syre aT 7S0 3x2 4 Sxy — 7y? 
dx? 51 4+8r+9=0 Ax? — 5y* 
NE Yr=0 XV 


Las gráficas de las ecuaciones cuadráticas en x y y se llaman cónicas o secciones cóni- 
cas, Las cónicas más importantes son las elipses, los circulos, las hipérbolas y las pa- 
rábolas; se dice que éstas son cónicas no degeneradas. Las cónicas restantes se califican 


como degeneradas e incluyen puntos aislados y parejas de rectas (véase ejercicio 13). 
Se dice que una cónica no degenerada se encuentra en posición estandar, con relación 


a los ejes de coordenadas, si su ecuación se puede expresar en una de las formas dadas en 
la figura 7.4. 
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Gráfica 


x? y? 
+= kai (0, =) 
(Elipse o círculo) 
R>1 

Ay 
x? y? 
prj=1k!1>0 (=k, 0 (k, 0) > 

(Hipérbola) 


z =$ =1;k1>0 A 
(0, =k) 

(Hipérbola) | 

y qu 
y? = kx > AE hn MT. 
(Parábola) 

R>0 k<9 

y Ay 
x? =ky É > 
(Parábola) 


R>0 R<O0O 


Figura 7.4 
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Ejemplo 7 
La ecuación 


2 2 


E= 2 y 
T PTE 1 es de la forma 73 +35 = l conk=2,/=3 


Por tanto, su gráfica es una elipse en la posición estándar, la cual se interseca con el eje x 
en ( —2, 0) y (2,0), y se interseca con el eje y en (0, —3) y (0, 3). 

La ecuación x? — 8y? =—16 se puede reescribir como y? /2 —x?/16 = 1, la cual es 
de la forma y? /k? — x? /Ê =1 con k =Y2, 1=4. Así entonces, su gráfica es una hipérbola 
en posición estándar que se interseca con el eje y en (0, — V2) y (0, v2). 

La ecuación 5x? + 2y = 0 se puede volver a escribir como x? = —2y, la cual es de 
la forma x? = ky con k = —%. Dado que k < 0, su gráfica es una parábola en posición es- 
tándar que se abre hacia abajo. 

Obsérvese que ninguna cónica en posición estándar tiene término en xy (conocido 
como término de producto cruzado) en su ecuación; la presencia de un término xy, en la 
ecuación de una cónica degenerada, indica que tal cónica está girada respecto a su posi- 
ción estándar (figura 7.54). También, ninguna cónica en posición estándar tiene tanto un 
término en x? como en x, o bien, uno en y? y en y. Si no existe término de producto cru- 
zado, la presencia de cualquiera de estos dos pares de términos en la ecuación de una cóni- 
ca no degenerada indica que tal cónica está trasladada respecto a su posición estándar 
(figura 7.5b). 

Una técnica para identificar la gráfica de una cónica no degenerada, que no se 
encuentra en la posición estándar, consiste en hacer girar y trasladar los ejes de coordena- 
das xy, para obtener un sistema de coordenadas x'y”, con relación al cual la cónica esté 
en la posición estándar. Una vez que se hace lo anterior, la ecuacion de la cónica en el sis- 
tema x'y' tendrá una de las formas dadas en la figura 7.4 y, por consiguiente, es posible 
identificarla con facilidad. 


Ejemplo 8 
Dado que la ecuación cuadrática 
2x? + y?-12x-—4y+18=0 


contiene términos en x?,x, y? y y, pero ningún término con producto cruzado, su gráfica 
es una cónica que está trasladada respecto de la posición estándar, pero no está girada. 


Ay AY y 
x x Xx 
== —> > > 
(a) (b) (c) 


Figura 7.5 (a) Girada. (b) Trasladada. (c) Girada y trasladada. 
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Esta cónica se puede llevar a la posición estándar, trasladando apropiadamente los ejes de 
coordenadas. Para hacerlo, agrúpense primero los términos en x y y. Esto conduce a 


(22 120) +40" Z4y) +18 =0 
o bien, 


2(x? —6x) + (y? —4y)= —18 
Al completar los cuadrados* en las dos expresiones que están entre paréntesis, se obtiene 


2x2 = 6x +9) + (1? =4y+4)= —18 +18 +4 


o bien, 
2(x — 3)? + (y - 2)? =4 (7.16) 


Si se trasladan los ejes de coordenadas por medio de las ecuaciones de traslación 
A km ni 


(ejemplo 3 de la sección 3.1), entonces (7.16) queda 
2x? Pya 


o bien, 
"2 2 
ml Ar 
E 4 


que es la ecuación de una elipse en posición estándar, en el sistema x'y'. En la figura 7:6 
se tiene un esquema de esta elipse. 


(2,0) 


Figura 7.6 


“Para completar el cuadrado en una expresión de la forma x + Px, sè suma y se resta la constante 
(p/2)? para obtener 


y OAE Py 
XT pa A abt) 2 0 
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Ahora se considera la identificación de las cónicas que están giradas respecto a la 
posición estándar. En el resto de este texto se sigue una convención estándar de omitir los 
corchetes en todas las matrices de 1 X 1.Por tanto, el símbolo 8 puede denotar el número 
8, o bien, la matriz de 1 X 1 cuyo elemento es el número 8. Siempre será posible enten- 
der, por el contexto, cuál es el significado. Con esta convención, (7.15) se puede escribir 


en la forma matricial 


al ee alr]»s=o 


xXAx+Kx+f=0 


ael d K=[d e 


En esta notación, la forma cuadrática asociada con (7.17) es 


o bien, 


en donde 


x Ax 


La matriz simétrica A se denomina matriz de la forma cuadrática xLAx. 


Ejemplo 9 
Las matrices de las formas cuadráticas 


3x? + 5xy + 7y? y 8x? — 4y? 


son 


a wv 
~ hja 
La 
< 

e 
Oo 0 
| 

Bo 
¡EA | 


Considérese una cónica C con la ecuación 


XAx+Kx+/f=0 


(7.17) 


(7.18) 


Ahora se demostrará que es posible hacer girar los ejes de coordenadas xy de modo que 
en la ecuación de la cónica, en el sistema de coordenadas x'p”, no tenga término con pro- 


ducto cruzado. 


Paso 1. Se halla una matriz 


P= hg! Ad 
P21 P22 


que diagonaliza ortogonalmente a A. 
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Paso 2. Se intercambian las columnas de P, si es necesario, para hacer que det(P) = 1. 
Esto asegura que la transformación ortogonal de coordenadas 


x = Px' es asein > | = IA (7.19) 
y y 


es una rotación (véase el análisis que precede al ejemplo 68 en la sección 4.10). 
Paso 3. A fin de obtener la ecuación para C en el sistema x'p”, se sustituye (7.19) en 
(7.18). Esto conduce a 


(PXYA(PX) + K(Px')+ f =0 
o bien, 
x'(P'AP)x' + (KP)x'+f=0 (7.20) 


Puesto que P diagonaliza ortogonalmente a 4, | 


P'AP = E s 
0 4, 


en donde A, y Az son eigenvalores de 4. Por tanto, (7.20) se puede volver a escribir 
como 


o bien, 

àx? + Aay + dx + ey+f=0 
(en donde d’ = dp, , + ep, , y e =dp,, + epa 2). Esta ecuación no tiene término de 
producto cruzado, 

En el siguente teorema se resume este análisis, 

Teorema 9. (Teorema de los ejes principales para R? ). Sea 

ax? + 2bxy + cy + dx +ey+f=0 
la ecuación de una cónica C, y supóngase que 

x'Ax = ax? + 2bxy + cy? 


es la forma cuadrática asociada. Entonces se puede hacer girar los ejes de coordenadas de 
modo que la ecuación para C en el nuevo sistema de coordenadas x'y' tenga la forma 


dx? dy sd + ey +f=0 
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en donde A, y Mm son los eigenvalores de A. Se puede llevar a cabo la rotación por medio 
de la sustitución 


x = Px 
en donde P diagonaliza ortogonalmente a A y det(P)= 1 
Ejemplo 10 
Descríbase la cónica C cuya ecuación es 5x? — 4xy + 8y? —36 =0. 
Solución. La forma matricial de esta ecuación es 
x'Ax — 36 = 0 (7.21) 


en donde 


La ecuación característica de 4 es 


A4=5 2 


> pg 00 =0 


det(21 — A) = det | 


Por tanto, los eigenvalores de 4 sonA=4yA=09. 
Los eigenvectores correspondientes a A = 4 son las soluciones diferentes de cero de 


[a «Lolo 


Al resolver este sistema se obtiene 


Por tanto, 


es una base para el eigenespacio correspondiente a A = 4. Al normalizar este vector con el 
fin de obtener una base ortonormal para este eigenespacio, se obtiene 


2 


a 
yo 
Y, >= 
l 


ya 
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De modo análogo, 


es una base ortonormal para el eigenespacio correspondiente a A=9. 


Por tanto, 
2 1 
e Y V5 
1 2 
15 y5 


diagonaliza ortogonalmente a A. Es más, det(P)= 1 de modo que la transformación orto- 
gonal de coordenadas 


x= PxX' (7.22) 
es una rotación. Al sustituir (7.22) en (7.21) se obtiene 
(PX A(Px")-36=0 
o bien, 


(XI (PAPIX — 36=0 


Ya que 


e rd 
10 9 


es posible escribir esta ecuación como 


po Aap4 0] 
waji Es 


o bien, 


4x? + 9y?-36=0 
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Figura 7.7 


Se puede reescribir esta ecuación como 
y? A y? ' 
9 4 
que es la ecuación de la elipse cuyo esquema se da en la figura 7.7. 


Ejemplo 11 


Descríbase la cónica C cuya ecuación es 


20 8( 
5x? E 4xy + 8y? P= X y+ 4=0 
J5 


Solución. La forma matricial de esta ecuación es í 


x Ax + Kx+4=0 


EAE 20 —80 
A= y K E l 7 =$] 
fas 4 E) J5 


Como se muestra en el ejemplo 10, 


en donde 
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(7.23) 


352 APLICACIONES 
diagonaliza ortogonalmente a A. Al sustituir x = Px’ en (7.23) se obtiene 


(PXJA(Px') + K(Px')+4=0 


o bien, 
JUPAPI +(KP)x +4=0 (7.24) 
Dado que 
E MEA 
parjo o) yo ef A -a 
VOT NS 1 2 
TET 
es posible escribir (7.24) como 
4x? + 9y? — 8x — 36y -4=0 | (7.25) 


Para llevar la cónica a la posición estándar, se deben trasladar los ejes x'y”. Procediendo 
como en el ejemplo 8, se reescribe (7.25) como 


4(x? — 2x') + 9y? — 4y) = -4 
Al completar los cuadrados se obtiene 
4(x? — 2x' +1) + My? — 4y +4)= -44+4+36 
o bien, 
Ax — 1)? +9 y — 2) = 36 (7.26) 
Si se trasladan los ejes de coordenadas por medio de las ecuaciones 
x=x-—]1 y =y-2 


entonces (7.26) queda 


1? k yo i 
9 4 


que es la ecuación de la elipse cuyo esquema aparece en la figura 7.8. 
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Figura 7.8 


EJERCICIOS 7.3 


1. 


Halle las formas cuadráticas asociadas con las ecuaciones cuadráticas que siguen. 


a) 2x? — 3xy + 4y? —7x+2y+7=0 
db) x? — xy+5x+8y—3=0 

c} 5xy=8 

meea o, 

e) y47x=8y=5=0 


. Encuentre las matrices de las formas cuadráticas que se dan en el ejercicio 1. 


. Exprese cada una de las ecuaciones cuadráticas del ejercicio 1 en la forma ma- 


tricial x’ Ax +Kx+f=0. 


. Nombre las cónicas siguientes. 


a) 2x? + 5y? = 20 b) 4x?+9y?=1 
e) xL igo adj 4y-5x=20 
e) x*+y?-25=0 f) 7y —2x=0 
g) =x? = 2y h) 3x- liy =0 
Y y=x?=0 lx 3= y? 


. En cada inciso, una traslación lleva la cónica a la posición estándar. Nombre la 


cónica y dé su ecuación en el sistema de coordenadas trasladado. 


a) 9x? + 4y? — 36x — 24y + 36 = 0 
b) x? — 16y? + 8x + 128y = 256 
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ce) y? 8x— 141 +49=0 

d) x*+y?+6x-10r+18=0 
e) 2x? — 3y? + 6x + 20y = —41 
f) xX? +10x+7r = -32 


6. Las cónicas no degeneradas que siguen están giradas respecto a la posición están- 
dar, En cada inciso, gírense los ejes de coordenadas a fin de eliminar el término 
en xy. Nombre la cónica y dé su ecuación en el sistema de coordenadas girado. 


a) 2x2-4xy=39+8=0 b) x3+2xy+32+8x+y=0 
c) 5x? + 4xy + 5y?=9 d) 11x? + 24xy + 4y? -15=0 


En los ejercicios 7 al 12, traslade y haga girar los ejes de coordenadas, si es necesario, 
para poner la cónica en la posición estándar. Nombre la cónica y dé su ecuación en 
el sistema de coordenadas final. 


. 9x? — 4xy + 6y? — 10x — 20y =5 

. 3x? — 8xy — 12y? — 30x — 64y = 0 

. 2x? — xy — y? — 4x — 8y = — 14 

. 21x? + 6xy + 13y? — 114x + 34y +73=0 
. x? — 6xy— 7y? +10x+2y+9=0 

| 4x? — 20xy + 25y? — 15x — 6y = 0 


. En ciertos casos, la gráfica de una ecuación cuadrática en x y y puede ser un 


punto, una recta o un par de rectas; éstas se conocen como degeneradas. Tam- 
bién es posible que la ecuación no sea satisfecha por valor real alguno de x y y. 
En estos últimos casos, la ecuación no tiene gráfica; se dice que representa una 
cónica imaginaria, Cada una de las ecuaciones que siguen representan una cóni- 
ca degenerada o una imaginaria. Cuando sea posible, trace la gráfica. 


a) xX -y =0 b) x? +3 +7=0 
c) 8x? +7y?=0 d) x? — 2xy + y7 =0 
e) 9x? + 12xy + 4y? —52=0 f) x? +y- 2x-4y=-+=5 


7.4 FORMAS CUADRATICAS; 
APLICACION A LAS SUPERFICIES CUADRICAS 


En esta sección, las técnicas de la sección anterior se extienden hacia las ecuaciones cua- 
dráticas en tres variables. 
Una ecuación de la forma 


ax? + by? + cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz + gx +hy +iz+j=0 (7.27) 


en donde a, b, ,.. , f no son todos cero, se denomina ecuación cuadrática en x, y y z; la 


expresión 


ax? + by? + cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz 


es la forma cuadrática asociada. 
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La ecuación (7.27) se puede escribir en la forma matricial 


a d ellx X 
[x y gla b rllri+to h gly|+j=0 
e f eji: x 
o bien, 
x'Ax + Kx+j=0 
en donde 
xX a d e 
x= y A=|4 a T K=[g A il 
E En 


La matriz simétrica A se conoce resido matriz de la forma cuadrática 
XAx = ax? + by? + c2? + 2dxy + 2exz + 2fyz 
Ejemplo 12 
La forma cuadrática asociada con la ecuación cuadrática 
3x4 + 2y? — z? + 4xy + 3xz — 8yz + 7x+2y+32-7=0 
es 
3x? + 2y? — 2? + 4xy + 3xz — 8yz 


La matriz de esta forma cuadrática es 


Becsadlónes 3 
- Ya 
si Ed 


Las gráficas de las ecuaciones cuadráticas en x, y y z se llaman cuádricas o superfi- 
cies cuádricas. A continuación se dan algunos ejemplos de cuádricas y sus ecuaciones. 

Cuando la ecuación de una cuádrica tiene una de las formas que se muestran en la 
figura 7.9, se dice que se encuentra en la posición estándar, con relación a los ejes de coor- 
denadas. La presencia de uno o más de los términos de productos cruzados xy, xz y yz en 
la ecuación de una cuádrica no degenerada indica que ésta se encuentra girada respecto a la 
posición estándar; la presencia de los términos en x? y x, y? y y o z? y z, al mismo 
tiempo, en una cuádrica sin término con producto cruzado indica que la misma está tras- 
ladada respecto a la posición estándar, 
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x yd i x 
e 
1% mE n BTR 


Elipsoide Hiperboloide de un manto 


Figura 7.9a 


e y 2 e y 2 
a te h Bos, des Sl 
I m n l m n 


Hiperboloide de dos mantos Cono elíptico 


Figura 7.9 b 


Ejemplo 13 
Descríbase la superficie cuádrica cuya ecuación es 

4x? + 36y? — 92? — 16x — 216y + 304 = 0 
Solución. Al reacomodar los términos da 


4(x? — 4x) + 36(y? — 6y)— 92? = - 304 
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Paraboloide elíptico Paraboloide hiperbdlico 
Figura 7.9c 
Completando los cuadrados se obtiene 


4(x? — 4x + 4) + 36(1? — 6y +9) — 92? = —304 + 16 + 324 


4(x — 2? + 36(y — 3)? — 92? = 36 


o bien, 


SE E da 
9 + (1-3) pi. 


Al trasladar los ejes por medio de las ecuaciones 
N=Y=4 y=y-3 pm Des 


se llega a 


que es la ecuación de un hiperboloide de un manto. 
El resultado que sigue indica que siempre es posible eliminar los términos de pro- 
ductos cruzados. de la ecuación de una cuádrica, girando los ejes de coordenadas. 


Teorema 10. (Teorema de los ejes principales para R?.) Sea 


ax? + by? +02? + 2dxy + 2exz + 2fy2 + 9x+hy+iz+j=0 (7.28) 
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la ecuación de una cuádrica Q y supóngase que 
x'Ax = ax? + by? + cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz 


es la forma cuadrática asociada. Entonces es posible girar los ejes de coordenadas de modo 
que la ecuación de O en el sistema de coordenadas x'y'z' tenga la forma 


Ax? + Aay? + Aaz? eg hy + i2+j=0 (7.29) 


en donde ^i, A, Y ^ son los eigenvalores de A. Se puede llevar a efecto la rotación por 
medio de la sustitución 


x= PX 
en donde P diagonaliza ortogonalmente a A y det(P)= 1. 
Este teorema sugiere el siguiente procedimiento para eliminar los términos de pro- 
ductos cruzados, de una ecuación cuadrática en x, y y Z. 


Paso 1. Se encuentra una matriz P que diagonalice ortogonalmente a A. 


Paso 2. Si es necesario, se intercambian dos de las columnas de P para hacer que det(P) = 
1. Esto asegura que la transformación ortogonal de coordenadas 


Xx 
v|=Ply (7.30) 
Z 


es una rotación. 


Paso 3. Se sustituye (7.30) en (7.29). 


La demostración de que la nueva ecuación tiene la forma dada en (7.29) es seme- 
jante a la que se dio en la sección anterior; se deja como ejercicio. 


Ejemplo 14 


Descríbase la superficie cuádrica cuya ecuación es 


4x? + 4y? + 42? + 4xy + 4x2 +4y2-3=0 
Solución. La forma matricial de la ecuación cuadrática anterior es 
xAx-3=0 (7.31) 


en donde 


NN A nn 
h NN 


APLICACION A LAS SUPERFICIES CUADRICAS 359 


Como se muestra en el ejemplo 13 de la sección 6.3, los eigenvalores de A son A=2 y 
A=8,y A es diagonalizada ortogonalmente por la matriz 


l 1 1 

y TRA S 

1 1 l 

pa =- = = 
y2 y 6 y? 

2 1 

0 — — 

v6 $3 


en donde los dos primeros vectores columna de P son los eigenvectores correspondientes 
a A=2 y el tercer vector columna es un eigenvector correspondiente aA=8. 
Puesto que det(P) = 1 (verifiquese), la transformación ortogonal de coordenadas 


xX v 
x = Px',es decir, | y | = P| y (7.32) 


es una rotación. 
Al sustituir (7.32) en (7.31) se obtiene 


(PXYA(Px)-3=0 


o, de manera equivalente, 


(IP API —3=0 (7.33) 
Ya que 

2.00 
PAP=|0 2 0 
0.0 38 

(7.33) queda 
2 0 0] e 

[x xy 721107 M4 300 

0 0 8||- 


o bien, 


2x? + 2y? 483? =3 
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Esto se puede reescribir como 


que es la ecuación de un elipsoide. 


EJERCICIOS 7.4 
1. Halle las formas cuadráticas asociadas con las ecuaciones cuadráticas que siguen. 


a) x2+2y?-22+4xy-—5yz+7x +22 =3 
b) 3x? +72 + 2xy — 3xz + 4p2 -3x=4 
c) xy+xz+yz=1 

d) *+y-2=7 

e) 3z? + 3xz— 14y+9=0 

f) 22 +2xz+ y +2x-y+3z=0 


2. Encuentre las matrices de las formas cuadráticas que se dan en el ejercicio 1. 


3. Exprese cada una de las ecuaciones cuadráticas dadas en el ejercicio 1, en la for- 
ma matricial x’ Ax + Kx +f=0. 


4. Nombre las cuádricas siguientes. 


a) 36x? + 9y? + 42? -36=0 
b) 2x? + 6y? — 32? = 18 

e) 6x? = 3y?-22?-6=0 
d) 9x? + 4y -z2 =0 

e) 16x? + y? = 16z 

f) TŻ -3y +z=0 

g) 2A+y?+2=25 


5. En cada inciso, determine las ecuaciones de traslación que llevarán la cuádrica a 
la posición estándar. Nombre la cuádrica. 


a) 9x? + 36y? + 42? — 18x — 144y — 242 + 153=0 
b) 6x? + 3y? — 22? + 12x— 18y — 8z = -7 

e) 3x? — 3y? — z? +42x + 144=0 

d) 4x? + 9y? — 2? — 54y — 50z = 544 

e) x? + 16y? + 2x — 32y — 16z —15=0 

f) 1x? — 3y? + 126x + Ny+z+135=0 

g) x+y +z 2x + 4r 6z ll 


6. En cada inciso, halle una rotación x = Px' que elimine los términos de productos 
cruzados. Nombre la cuádrica y dé su ecuación en el sistema x'y'z', 


a) 2x? + 3y? + 232? + 72xz + 1580=0 

b) 4x? + 4y? + 42? + 4xy+4xz + 4yz-5=0 

c) 144x? + 100y? + 812? — 216xz — 540x — 720z = 0 
d) 2xy+2z=0 
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En los ejercicios 7 al 10 traslade y haga girar los ejes de coordenadas para llevar la 
cuádrica a la posición estándar. Nombre la cuádrica y dé su ecuación en el sistema de 


coordenadas final. 


7. 2xy + 2xz + 2yz — 6x — 6y — 4z = -9 


8. 7x? + 7y? + 102? — 2xy — 4xz + 4yz — 12x + 12y + 60z = 24 
9. 2xy — 6x + 10y+z—31=0 
10. 2x? + 2y? + 52? — 4xy — 2xz + 2yz + 10x — 26y — 2z = 


11. Pruebe el teorema 10. 


8 
Introducción a los métodos 
numéricos del álgebra lineal 


8.1 ELIMINACION GAUSSIANA CON CONDENSACIÓN PIVOTAL 


En esta sección se analizan algunos aspectos prácticos de la resolución de sistemas de n 
ecuaciones líneales en 7n incógnitas. En la práctica, los sistemas de ecuaciones lineales a 
menudo se resuelven en computadoras digitales. Dado que las computadoras tienen un lí- 
mite en el número de cifras decimales que pueden llevar, redondean, o truncan, la mayoría 
de las cantidades numéricas. Por ejemplo, una computadora diseñada para almacenar ocho 
cifras decimales podría registrar 2/3 como .66666667 (redondeado), o bien, 66666666 
(truncado). En cualquiera de los dos casos, se introduce un error al que se denominará 
error por redondeo, 

Las consideraciones prácticas principales al resolver sistemas de ecuaciones lineales 
en computadoras digitales son: 


1. Minimizar las faltas de exactitud debidas a los errores por redondeo. 
2. Minimizar el tiempo de computadora (y, por tanto, el costo) necesario para obtener 
la solución. 


Excepto cuando la matriz de coeficientes tiene una estructura especializada (por 
ejemplo, un número grande de ceros), la eliminación gaussiana por lo general es el mejor 
método para resolver el sistema. En esta sección se presenta una variación de la eliminación 


gaussiana, desarrollada con el fin de minimizar el efecto del error por redondeo. 
La mayor parte de la aritmética para computadoras se lleva a cabo utilizando núme- 
ros normalizados de punto flotante. Esto significa que los números se expresan en la forma* 


+M x 10 (8.1) 


en donde k es un entero y M es una fracción que satisface 


1A<M<i 


La fracción M se llama mantisa. 


*La mayoría de las computadoras convierten números decimales (base 10) a números binarios (base 
2). Sin embargo, a fin de simplificar sólo se pensará en términos de decimales. 
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Ejemplo1 
Los números que siguen están expresados en la forma normalizada de punto flotante. 


73=.13 x 10? 
—.000152 = —.152x 107? 
1,579 = .1579 x 10* 
1/4 251x100 


El número de cifras decimales que se tengan en la mantisa y el tamaño admisible del 
exponente k que se tiene en (8.1) dependen de la computadora que se esté utilizando. Por 
ejemplo, la IBM 360 almacena el equivalente de siete dígitos decimales en la mantisa y'per- 
mite variar 10% desde 1077 hasta 10%. Una computadora que utiliza n cifras decimales 
en la mantisa se dice que redondea los números hasta n digitos significativos. 


Ejemplo 2 
Los números que siguen están redondeados hasta tres dígitos significativos. 


Forma normalizada 


Número de punto flotante Valor redondeado 
7/3 233 x 10' 2.33 
1,758 .176 x 10% 1,760 
0000092143 921 x 107* 00000921 
=.12 —.120 x 10° —=.12 
13.850 138 x 10? 13.8 
— .08495 —.850 x 10? —.085 


(Si, como en los dos últimos casos, la porción de decimal que se va a descartar en el proceso 
de redondeo es exactamente la mitad de una unidad, se adoptará la convención de redon- 
dear de modo que el último dígito conservado sea par. En la práctica, el tratamiento de 
esta situación varía de computadora a computadora.) 

Ahora se introducirá una variación de la eliminación gaussiana denominada conden- 
sación pivotal o eliminación gaussiana con pivote; este método está proyectado con el fin 
de minimizar el efecto acumulativo del error por redondeo al resolver n ecuaciones linea- 
les en 7 incógnitas. Se supone que el sistema tiene una solución única. A medida que se 
describa cada paso, se ilustrará la idea utilizando la matriz aumentada para el sistema 


3x + 2x3. M3 ll 
ÓXy +6x, +: 2x3 = 12 
E A a S 


Paso 1. En la columna de la extrema izquierda, se encuentra un elemento que tenga el 
valor absoluto más grande. Este se conoce como elemento pivote. 
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3 2 l 

© 6 p 12 

Elemento i k l 11 
pivote ss 

Columna de la extrema izquierda 


Paso 2. Si es necesario, se efectúa un intercambio de renglones, para llevar el elemento 
pivote a la parte superior de la columna. 


> 
6 6 2 12 Se intercambiaron el primero 
3 2 — l y segundo renglones de la 

z> PY 1 11 matriz anterior. 


Paso 3. Si el elemento pivote es a, se multiplica el renglón superior por 1/a. 


1 
| l 3 2 El primer renglon de 
3 23] l la matriz anterior se 
a 24 1 11 multiplicó por 1/6. 


Paso 4. Se suman múltiplos apropiados del renglón superior a los renglones de abajo, de 
modo que, en la columna localizada en el paso 1, todos los elementos que están 
por debajo del que se encuentra más arriba se conviertan en ceros. 


1 
l 3 5: Se sumó —3 veces el primer 

0 -1 -2 -—5 renglón de la matriz anterior 
0 -=5 0 5 | al segundo y tercer renglones. 


Paso 5, Se cubre el renglón superior de la matriz y se empieza nuevamente con el paso 1, 
aplicado a la submatriz que se deje. Se continúa de esta manera hasta que la ma- 
triz completa quede en la forma escalonada en los renglones. 


1 1 t 2 
al ae a 
0 ES 0 5 
Elemento Columna diferente de cero más a 
pivote la izquierda en la submatriz 
1 1 L 2] Se intercambiaron el 
primero y segundo 
0. =5 0 5 renglones de la 
DAA o submatriz. 
| l fi 9] Fl primer renglón 
y F de ls submatriz 
0 l Dry | se multiplicó 
0 -1 =2 -S] por — 1/5. 


366 INTRODUCCION A LOS METODOS NUMERICOS DEL ALGEBRA LINEAL 


l l 3 2 El primer renglón de la 

0 1 0 El submatriz se sumó al 

0 gia espro [segundo renglón. 

] 1 4 2 s ka i ) 

e cubrió el primer renglón 

0 1 O —1 de la submatriz y se regresó 

0 0 ED w una vez más al paso 1. 
Elemento Columna de la extrema 
pivote izquierda en la nueva 

submatriz, 

l 1 3 2 El primer renglón de 

0 l 0 —l la nueva sub matriz se 

0 0 1 3 multiplicó por 1/2. 


Ahora la matriz completa se encuentra en la forma escalonada en los renglones. 


Paso 6. Se resuelve el sistema de ecuaciones correspondiente por medio de sustitución 
regresiva. 


El sistema de ecuaciones correspondiente es 


xa+x+hp= 2 
X» ==] 
X= g 


Por medio de una sustitución regresiva se llega a 
x3=3 e a SE 


Puesto que los cálculos anteriores son exactos, este ejemplo no ilustra 14 efectividad 


de la condensación pivotal en la reducción del error por redondeo; el ejemplo que se da a 
continuación sí lo hace. 


Ejemplo 3 


Resuélvase el sistema siguiente por eliminación gaussiana con pivote. Después de cada 
cálculo, redondéese el resultado hasta tres dígitos significativos. 


.00044x, + .0003x, — .0001x3 = .00046 
4dx, + Xx, + x= 1,5 (8.2) 
A O 5x; = — 8.2 


Solución (con pivote). La matriz aumentada es 


00044 .0003 —.0001 .00046 
4 l l 1.5 
3 =Q = =R 
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Para llevar el elemento pivote a la parte superior de la primera columna, se intercambian 
el primero y el segundo renglones; esto da 


4 Í 1 1.5 
.00044 .0003 —.0001 .00046 
3 =y S =8.2 


Al dividir cada elemento del primer renglón entre 4 da 


1 25 25 .375 
.00044 .0003 —.0001  .00046 
3 92 eS —8.2 


Sumando —.00044 veces el primer renglón al segundo y —3 veces el primero al tercero se 
obtiene (después de redondear hasta tres dígitos significativos), 


[1 29 25 BIS 
O .000190 —.00021 .000295 
O. —995 — 1.25 T32 


Intercambiando el segundo y tercer renglones se tiene 


l 25 25 375 
0 .=2995 1125 =9:32 
O .000190 —.00021  .000295 


Dividiendo cada elemento del segundo renglón entre —9.95 se obtiene 


l 25 25 375 
0 1 .126 937 
O .000190 —.00021  .000295 


Al sumar —.000190 veces el segundo renglón al tercero da 


.25 LA .375 
0 FEA .126 937 
0 O — —.000234 .000117 


Al dividir cada elemento del tercer renglón entre —.000234 se llega a la forma escalonada 
en los renglones 


O o 
Aka A y A i 
0.0 ES 
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El sistema de ecuaciones correspondiente es 


xı + .29x2 + .25x3 =.375 
Xa + .126x3 937 


X3 = —.5 


Resolviendo por sustitución regresiva se obtiene (hasta tres dígitos significativos) 
ON, x, = 1.00 x, = —.500 (8.3) 


Si (8.2) se resuelve por eliminación gaussiana sin pivote, y cada cálculo se redondea 
hasta tres dígitos significativos, se obtiene (se omiten los detalles) 


x,=245 x,=101 x= —.492 (8.4) 


Al comparar (8.3) y (8.4) con la solución exacta 


A r = pd, l 
X1=4 x= 1 X3= 3 


se ve que el uso del pivote proporciona resultados más exactos. 

A pesar del hecho de que la condensación pivotal puede reducir el efecto acumulado 
del error por redondeo, existen ciertos sistemas de ecuaciones, denominados sistemas mal 
condicionados, que son tan extremadamente sensibles que incluso los errores más ligeros 
en los coeficientes pueden conducir a inexactitudes importantes en la solución. Por ejem- 
plo, considérese el sistema 


xy + x=-=3 


8.5 
xı + 1.016x, = bs 


Si se supone que se va a resolver este sistema en una computadora que redondea hasta tres 
dígitos significativos la computadora almacena este sistema como 


x+ NFAT 


(8.6) 

X; + 1.02x, = 
La solución exacta para (8.5) es x, = —503, x7 = 500, y la solución exacta para (8.6) es 
xı =— 403, x2 = 400, Por tanto, un error por redondeo de sólo .004 en uno de los coefi- 


cientes de (8.5) conduce a un error importante en la solución. 

Muy poco se puede hacer, desde el punto de vista de la computación, para evitar los 
errores grandes en las soluciones de los sistemas lineales mal condicionados. Sin embargo, 
en los problemas físicos, en donde se presentan los sistemas mal condicionados, a veces es 
posible volver a plantear el problema que da lugar al sistema, a fin de evitar la situación de 
mal condicionado. Err algunos de los textos que se mencionan al final de este capítulo se 
explica cómo reconocer los sistemas mal condicionados. 


EJERCICIOS 8.1 


1. Exprese lo siguiente en la forma normalizada con punto flotante. 
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(a) E (b) 3,452 (c) .000003879 
=.135 (e) 17921 (f) —.0863 


2. Redondee los números que se dan en el ejercicio 1 hasta tres dígitos significativos. 


3. Redondee los números que se dan en el ejercicio 1 hasta dos dígitos significativos. 


En los ejercicios 4 al 7, use la eliminación gaussiana con pivote para resolver el sistema 
con exactitud. Verifíque el trabajo, utilizando la eliminación gaussiana sin pivote 
para resolver el sistema. 


4 3x,+x,=-2 5. Xi Fx + x3=0 
—=5x, + x, = 22 D E A E 
hi F Ra A 
6. 2x,+3x- x3=5 7T. 5x,+6x,— Xx3+2x4=-3 
4x, + 4x, — 3x3=3 2 Me ah a =0 
iS PA K SE dd —=8x,+ x2+2x3- x4=3 


5x; + 2x2 +3x3-= x4=4 


En los ejercicios 8 al 9, resuelva el sistema por eliminación gaussiana con pivote. Re- 
dondee todos los cálculos hasta tres dígitos significativos, 


8. .21x, + .33x, = .54 9. .11x, — .13x, + .20x, = —.02 
.70x, + 24x, = 94 .10x, + .36x, + .45x3 = .25 
S0x, — Olx + .30x3 = —.70 
Resuelva 
0001x, + x2=1 
sd 


por eliminación gaussiana, con y sin pivote. Redondee todos los cálculos hasta tres 
dígitos significativos, Compare los resultados con la solución exacta. 


8.2 LOS METODOS DE GAUSS-SEIDEL Y DE JACOBI 


Por lo común, la eliminación gaussiana es la mejor técnica para resolver un sistema de 
ecuaciones lineales. Sin embargo, cuando el número de ecuaciones es grande, por ejemplo 
100 ó más, y cuando la matriz tiene muchos ceros, otros métodos pueden ser más efecti- 
vos; en esta sección se estudian dos de esos métodos. 

Considérese un sistema de n ecuaciones lineales en n incógnitas 


A11X1 + 019X2 + 7004 jp, = by 


A71X1 + a22X2 + 70054 aX = b2 


aniXi + an2X2 E 0 + aX = Da, 
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Se supondrá que los elementos de la diagonal 2,1, 422, =- ,4,,, Son diferentes de cero y 
que el sistema tiene exactamente una solución. 

El primer método que se analiza se conoce como iteración de Jacobi o método de 
los desplazamientos simultáneos. Para empezar, escríbase nuevamente el sistema (8.7), 
despejando x, en la primera ecuación, en términos de las incógnitas restantes; despejando 
xz en la segunda ecuación, en términos de las incógnitas restantes; despejando x3 en la 
tercera ecuación, en términos de las incógnitas restantes, etc, Esto conduce a 


Xy = — (b; — 412X2= O13X3 — ** *— OynXa) 
411 
1 
X= a (bz — 21X1 — a23X3 —*** — A2nXn) 
de (8.8) 
AS (b, — Am — AX 7 000 — Am 1Xn- 1) 
Por ejemplo, el sistema 
20x, + Na > Xa = 17 
x=l0x+ x3=13 (8.9) 
=x +  Xx2+10x3=18 
se reescribiría 
xi = $ — 5x2 + 20X3 
xz = — 10 + ToX + ToX 
Xq = 1 + 10x1 — x2 
o bien, 
xı =.850 — 05x, + .05x> 
X, = =-13+.1x, + 1x3 (8.10) 
x= 18+.1x, —.1x, 


Si se conoce una aproximación para la solución de (8.7) y se sustituyen estos valores 
aproximados en el segundo miembro de (8.8), a menudo resulta que los valores de x,, 
X2, «1. , X, que se obtienen en el primer miembro forman incluso una mejor aproximación 
para la solución. Esta observación es la clave para el método de Jacobi. 

Para resolver el sistema (8.7) por el método de iteración de Jacobi, se hace una 
aproximación inicial para la solución. Cuando no se disponga de una mejor elección, se 
usa xı =0,x2=0,x3=0,.... 

Se sustituye esta aproximación inicial en el segundo miembro de (8.8) y se utilizan 
los valores de x; , x2, ... que se obtienen en el primer miembro, como nueva aproximación 
para la solución. 
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Figura 8.1 


Por ejemplo, para resolver (8.9) por el método de Jacobi, se sustituiría la aproxima- 
ción inicial xı = 0, x2 = 0, x3 =0 en el segundo miembro de (8,10) y se calcularía la nue- 
va aproximación 


x, =.850 x= -1,3 xa = 18 (8.11) 
A fin de mejorar la aproximación, se repetiría el proceso de sustitución. Por ejemplo, 


en la resolución de (8.9), se sustituiría la aproximación (8.11) en el segundo miembro de 
(8.10), para obtener la siguiente aproximación 


x; = 850 — .05(—1.3) + .05(1.8) = 1.005 
xa = — 1.3 + .1(.850) + .1(1.8) = — 1.035 
xa = 1.8 + .1(.850)— .1(— 1.3) = 2.015 


De esta manera, se puede generar una sucesión de aproximaciones la cual, en ciertas 
condiciones, se aproximará más y más a la solución exacta del sistema. En la figura 8.1 se 
han resumido los resultados obtenidos al resolver el sistema (8.9), por medio de la itera- 
ción de Jacobi. Todos los cálculos se redondearon hasta cinco dígitos significativos. Al 
final de seis sustituciones (denominadas iteraciones), se conoce con exactitud la solución 
exacta x; =1,x7 = -1,x3 = 2, hasta cinco dígitos significativos. 

A continuación se analiza una pequeña modificación del método de Jacobi, que con 
frecuencia reduce el número de iteraciones necesarias para obtener un grado de exactitud 
dado. La técnica se llama iteración de Gauss—Seidel, o bien, método de los desplazamien- 
tos sucesivos. 

En cada iteración del método de Jacobi, la nueva aproximación se obtiene al susti- 
tuir la aproximación anterior en el segundo miembro de (8.8) y despejar los nuevos valores 
de x,,xXx2,... - No todos estos nuevos valores de las x se calculan simultáneamente; pri- 
mero se tiene xı a partir de la ecuación superior, entonces se obtiene x, a partir de la se- 
gunda ecuación, a continuación x3, etc. Puesto que en general los nuevos valores de las x 
están más próximos a la solución exacta, esto sugiere que se podría obtener una mejor 
exactitud utilizando los nuevos valores de las x tan pronto como se conozcan. Como 
ilustración, considérese el sistema (8.9). En la primera iteración del método de Jacobi, la 
aproximación inicial x; = 0, x3 = 0, x3 =0 se sustituyó en cada ecuación del segundo 
miembro de (8.10), para obtener la nueva aproximación 


x1=38350 x=-13 x=-18 (8.12) 
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En la primera iteración del método de Gauss—Seidel, la nueva aproximación se cal- 
cularía como sigue. Se sustituye la aproximación inicial x; = 0, x3 = 0, x3 = 0 en el se- 
gundo miembro de la primera ecuación dada en (8.10). Esto conduce a la nueva estimación 
xı =.850 

Se utiliza este nuevo valor de x, inmediatamente, realizando la sustitución 


x= 850 Xx =0 x3=0 


en el segundo miembro de la segunda ecuación dada en (8.10). Esto conduce a la nueva 
estimación x, = — 1.215. 
Se usa este nuevo valor de x, inmediatamente, sustituyendo 


x, =.850 Xx + ALIÓ xo = U 


3 


en el miembro de la tercera ecuación dada en (8.10), Esto produce la nueva estimación 
x3 = 2,0065. 


Por tanto, al final de la primera iteración del método de Gauss—Seidel, la nueva 
aproximación es 


x; =.850 x= —1.215 x, = 2.0065 (8.13) 
Los cálculos para la segunda iteración se llevarían a cabo como sigue. 
Sustituyendo (8.13) en el segundo miembro de la primera ecuación dada en (8.10), 
y redondeando hasta cinco dígitos significativos, da 
xı = .850 — .05(—1.215) + .05(2.0065) = 1.0111 
Al sustituir 


x= LOLI — x= —1.215 -x3 = 2.0065 


en el segundo miembro de la ecuación dada en (8.10), y redondeando hasta 
cinco dígitos significativos, se obtiene 


Xa = — 1.3 + .1(1.0111) + .1(2.0065) = —.99824 


Sustituyendo 


Ši 


1.0111 x= —.99824 x, = 2.0065 


en el segundo miembro de la tercera ecuación dada en (8.10), y rendondeando hasta cin- 
co dígitos significativos, se llega a 


xa = 1.8 + .1(1.0111}) — .1(—.99824) = 2.0009 


Así entonces, al final de la segunda iteración del método de Causs—Seidel, la nueva apro- 
ximación es 
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o a E 


Figura 8.2 


En la figura 8.2 se han resumido los resultados que se obtuvieron al aplicar cuatro 
iteraciones del método de Gauss—Seidel para resolver (8.9). Todos los números se redon- 
dearon hasta cinco dígitos significativos. 

Si se comparan las tablas de las figuras 8.1 y 8.2, se ve que el método de Gauss—Sei- 
del produce la solución de (8.9) (exacta hasta cinco dígitos significativos) en cuatro itera- 
ciones, en tanto que se necesitaron seis iteraciones para alcanzar la misma exactitud con el 
método de Jacobi. Sin embargo, no debe concluirse, por los resultados de este ejemplo que 
el método de Gauss—Seidel es siempre mejor que el de Jacobi. Aun cuando puede parecer 
sorprendente, hay ejemplos en los que el método de Jacobi es mejor que el de Gauss—Seidel. 

Los métodos de Gauss—Seidel y de Jacobi no siempre funcionan. En algunos casos, 
uno, o los dos métodos, pueden ser ineficaces para producir una buena aproximación para 
la solución, sin importar el número de iteraciones que se efectúen. En tales casos, se dice 
que las aproximaciones divergen. Si al llevar a cabo un número suficiente de iteraciones, 
se puede obtener la solución hasta cualquier grado de exactitud que se desee, se dice que 
las aproximaciones convergen. 

Se concluye esta sección con el análisis de una condición, la cual asegurará que las 
aproximaciones generadas por los dos métodos convergen. 

Se dice que una matriz cuadrada 


di Aya 2% din 


day Q22 °°’ da 
da dm "22 Am 


es estrictamente dominante en la diagonal, si el valor absoluto de cada elemento en la dia- 
gonal es mayor que la suma de los valores absolutos de los elementos restantes en el mismo 
renglón; es decir, 


la > lara] + laal + 00 + Jaial 


laz] Pa laz] H laza| a jaza 


a 


> lanı| T la a ae hdr, il 


mA 
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Ejemplo 4 
DT 1S 
4 Lia 30 
19d 


no es estrictamente dominante en la diagonal ya que, en el segundo renglón, ji | no es 
mayor que |4| + |- 6 |, y en el tercer renglón, |- 4| no es mayor que |5] + |12]. 
Sin embargo, si se intercambian el segundo y tercer renglones, la matriz resultante 


dis 31 
7 LA 
4 i —6 


es estrictamente dominante en la diagonal, puesto que 
171.>/-2| +13] 
112/ > |5] + |-4] 
|=6| > |4| + 11] 
Se puede demostrar que si A es estrictamente dominante en la diagonal, entonces 


canto la aproximación de Gauss—Seidel como la de Jacobi, para las soluciones de Ax = b, 
convergen. 


EJERCICIOS 8.2 
En los ejercicios 1 al 4, resuelva los sistemas por la iteración de Jacobi. Inicie con 


xı = 0, x2 = 0. Use cuatro iteraciones y redondee los cálculos hasta tres dígitos sig- 
rificativos, Compare los resultados con las soluciones exactas, 


l. 2x,+ x2=7 2. 3x = x=5 
Xi ~ Lp 1 2x, +3x, = —4 


3. 5x, —-2x,=-13 4. 4x, +.1x=.2 
x¡+7x,=-—10 3x +.7x,=1.4 


En los ejercicios 5 al 8, resuelva los sistemas por medio de laiteración de Gauss—Sei- 


del. Inicie con x,; = 0, xa = 0. Use tres iteraciones y redondee los cálculos hasta 
tres dígitos significativos . Compare los resultados con las soluciones exactas. 


5. Resuelva el sistema del ejercicio 1. 
6. Resuelva el sistema del ejercicio 2, 
7. Resuelva el sistema del ejercicio 3, 


8. Resuelva el sistema del ejercicio 4, 
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En los ejercicios 9 al 10, resuelva los sistemas por medio de la iteración de Jacobi, 
Inicie con x; = 0, x3 = 0, x} = 0. Use tres iteraciones y redondee los cálculos has- 
ta tres dígitos significativos, Compare los resultados con las soluciones exactas. 


9. 10x + vyt o 2x =3 10. 20x, = x+ x3=20 
xi +l0-= 23x=3 2xy + 0x2 = 00103841 
2x1 + x>+10x,=-—9 Ni 20 pao 


En los ejercicios 11 al 12, resuelva los sistemas por medio de la iteración de Jacobi. 
Inicie con x, = 0, x3 = 0, x3 = 0. Use tres iteraciones y redondee los cálculos has- 
ta tres dígitos significativos, Compare los resultados con las soluciones exactas. 


11. Resuelva el sistema del ejercicio 9. 


12, Resuelva el sistema del ejercicio 10, 


13. ¿Cuáles de las siguientes matrices son estrictamente dominantes en la diagonal? 


I 
— 1) 
a = 
EA J 
€ 
ù g6 
| 
2 Un 
[A 


3 2 
6 01 ET Di A A 
SN DEE. E ho! 37 5 phisis dol nos t Xl 
i ho ie qual ioa dy es DEN 
0 0 1 E LA 
il l 2.5 
14. Considere el sistema 
xi + 3x4 
a SE 


a) Demuestre que las aproximaciones obtenidas por medio de la iteración de 
Jacobi divergen. 
b) ¿Es la matriz de los coeficientes 


Í 3 
A= 

l1 —] 
estrictamente dominante en la diagonal? 


15. Demuestre que si uno o más de los elementos en la diagonal a11, 422, ... Lyn 
que se dan en (8.7) es cero, entonces es posible intercambiar las ecuaciones y 
volver a nombrar las incógnitas, de modo que los elementos en la diagonal del 


sistema resultante no sean todos ceros. 


8.3 APROXIMACION DE LOS EIGENVALORES POR EL METODO DE LAS 
POTENCIAS 


Se pueden encontrar los eigenvalores de una matriz al resolver su ecuación característica. 
En los problemas prácticos, este método no es eficaz. Es más, en muchos problemas físi- 
cos sólo se necesita el eigenvalor con el valor absoluto máximo. En esta sección se analiza 
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un método para obtener una aproximación de este eigenvalor y un eigenvector correspon- 
diente, En la sección que sigue, se analiza la aproximación de los eigenvalores y eigenvecto- 
res restantes, 


Definición. Se dice que un eigenvalor de una matriz A es el eigenvalor dominante de A, si 
su valor absoluto es mayor que los valores absolutos de los eigenvalores restantes. Un 
eigenvector que corresponda al eigenvalor dominante se denomina eigenvector dominante 
de A. 

Ejemplo 5 


Si una matriz A de 4 X 4 tiene los eigenvalores 


l = —4 d+ 3 diste Aia 
entonces A, = —4 es el eigenvalor dominante puesto que 
prasa [-4>|-9 y J-4>1 


Ejemplo 6 
Una matriz A de 3 X 3 con los eigenvalores 
koet lo ==1 O 


no tiene eigenvalor dominante. 

Sea A una matriz diagonalizable de n X n, con un eigenvalor dominante. Al final de 
esta sección se demuestra que si xy es un vector arbitrario diferente de cero en R” , enton- 
ces el vector 


APxo (8.14) 


por lo común es una buena aproximación para un eigenvector dominante de A, cuando el 
exponente p es grande, El siguiente ejemplo ilustra esta idea. 


Ejemplo 7 


Como se mostró en el ejemplo 2 del capítulo 6, la matriz 


tiene los eigenvalores A; =2 y A, = 1. 


El eigenespacio correspondiente al eigenvalor dominante A, = 2 es el espacio de 
soluciones de! sistema 


QI— Ax =0 
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di a 0 
A al 
Al resolver este sistema se obtiene x, = -2£, x, = £. Por tanto, los eigenvectores corres- 
pondientes a A, = 2 son los vectores diferentes de cero de la forma 


— 21 
x= l 5 | (8.15) 


A continuación se ilustra un procedimiento para utilizar (8.14) a fin de estimar un 
eigenvector dominante de A. Para empezar, se selecciona arbitrariamente 


-l 


Al multiplicar repetidamente xy por A se obtiene 


es decir, 


253 2.02 
af] 
20? 253 509 2.01 
£y olmo leal nes [83150] 


A partir de estos cálculos es evidente que los productos se están aproximando cada 
vez más a múltiplos escalares de 
2 
—1 


que es el eigenvector dominante de A obenido al hacer ¿ = — 1 en (8.15) Dado que un 
múltiplo escalar de un eigenvector dominante también es un eigenvector dominante, los 
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cálculos anteriores están produciendo aproximaciones cada vez mejores para un eigenvec- 


tor dominante de 4, 
En seguida se muestra en qué forma obtener una aproximación del eigenvector do- 


minante, una vez que se conoce una aproximación de un eigenvector dominante. Sea À una 
eigenvalor de A y x un eigenvector correspondiente. Si < ,> denota el producto euclidia- 
no interior, entonces 


<X, Ax) <x, Ax) AO 
(AX) (RX) xx” 


À 


Por tanto, si X es una aproximación para un eigenvector dominante, se puede obtener 
una aproximación del eigenvalor dominante por medio de 


KR AÑ) 
z> 8.1 
EES ii 

La razón que se da en (8.16) se conoce como cociente de Rayleigh.* 


Ejemplo 8 


En el ejemplo 7 se obtuvo 


[509 
11353 


como aproximación para un eigenvector dominante. Por tanto, 


ia 3.2 509 1021 
AX = = 
=1 0|| -253 — 509 


Al sustituir en (8,16), se obtiene 


riya <X, AX? _ (509)(1021) + (—253)(— 509) _ aiit 
TE <z, XY  (S09)(509) + (-253( -253 | 


la cual es una aproximación relativamente buena para el eigenvalor dominante A, = 2. 

La técnica que se ilustró en los ejemplos 7 y 8 para obtener aproximaciones de los 
eigenvectores y eigenvalores dominantes con frecuencia se denomina método de las poten- 
cias o método de las ¡teraciones. 

Como se ilustró en el ejemplo 7, a menudo el método de las potencias genera vecto- 
res que tienen componentes inconvenientemente grandes. Para remediar este problema, 
se acostumbra “reducir” el eigenvector aproximado, en cada paso, de modo que sus com- 


*John William Strutt Rayleigh (1842-1919) — Fisico británico. Rayleigh recibió el Premio Nobel en 
lisica en el año de 1904 por su participación en el descubrimiento del argón, en 1894. Su investiga- 
ción abarcó casi todo el campo de la l'ísica, incluyendo sonido, teoría ondulatoria, óptica, visión del 
color, electrodinámica, electromagnetismo, dispersión de la luz, viscosidad y fotografía. 


APROXIMACION DE LOS EIGENVALORES POR EL METODO DE LAS POTENCIAS 379 
ponentes se encuentren entre +1 y - 1. Es posible lograr esto, multiplicando el eigenvector 


aproximado por el recíproco de la componente que tenga el valor absoluto más grande. 
Como ilustración, en el primer paso del ejemplo 7, la aproximación al eigenvector domi- 


nante es 
5 
—1 


La componente con el mayor valor absoluto es 5; por tanto el eigenvector reducido es 


slaa] 


A continuación se resumen los pasos del método de las potencias con reducción a 
escala. 


Paso 0. Se selecciona un vector arbitrario diferente de cero, Xo 


Paso 1, Se calcula Axo y reduce a fin de obtener la primera aproximación para un eigen- 
vector dominante. Se nombra como X4. 


Paso 2. Se calcula Ax, y se reduce para obtener la segunda aproximación, x32. 


Paso 3. Se calcula 4x, y se reduce para obtener la tercera aproximación, X4 . 


Continuando de esta manera, se obtiene una sucesión, Xo, X1 , X2, . . . , de aproximaciones 
cada vez mejores para un eigenvector dominante. 


Ejemplo 9 
Usese el método de las potencias con reducción a escala para obtener una aproximación 


de un eigenvector dominante y el eigenvalor dominante de la matriz 4 que se da en el 
ejemplo 7. 


Solución. Selecciónese arbitrariamente 


w=|,] 


como una aproximación inicial. Multiplicando xy por A y reduciendo a escala se obtiene. 


2-9 19-22 


Multiplicando x, por A y reduciendo a escala da 


a 
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Por el cociente de Rayleigh, la primera estimación del eigenvalor dominante es 


y AX) (12.6) + (21) 


sos A = 2.692 
E (A Y DO) + (2) 2) 


Al multiplicar x, por A y reducir se obtiene 


Ls] 


Por el cociente de Rayleigh, la segunda estimación del eigenvalor dominante es 


 <X2, AX2) _ (1)(2.23) + (— 38511) _ 
AE MO E 385 385) 2.218 


Si se multiplica xa por A y se reduce da 


qu maqfacbar dla horihg fiata s obf Eto odie 4 
S= la ¡AS i t X= zo| =p |h as 


La tercera estimación del eigenvalor dominante es 


y 3, AX3) _ (1)(2.104) + (—.448)(— 1) 
lxs: x3) (DO) + (=.448)(—.448) 


= 2.123 


Si se continúa de esta manera, se genera una sucesión de aproximaciones para un eigenvec- 
tor dominante y el eigenvalor dominante. 

Los valores que se calcularon anteriormente, junto con otros resultados de estima- 
ciones posteriores se encuentran tabulados en la figura 8.3, 


3 ie 


Figura 8.3 
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No hay reglas eficaces y rápidas para determinar cuántos pasos deben usarse en el 
método de las potencias. Sólo se considerará un procedimiento posible que se usa con am- 
plitud. 

Si 7 denota una aproximación para una cantidad q, entonces el error relativo en la 
aproximación se define como 


4-4 
q 


(8.17) 


y el error en porcentaje en la aproximación se define como 


pma x 100% 
q 


Ejemplo 10 


Si el valor exacto de cierto eigenvalor es À = 5, y si A = 5.1 es una aproximación para À, 
entonces el error relativo es 


y el error en porcentaje es 
(.02).x 100% = 2%, 


En el método de las potencias, sería ideal poder decidir con anterioridad el error 
relativo E que se puede tolerar en el eigenvalor, y, entonces, detener los cálculos una vez 
que el error relativo sea menor que E. Por tanto, si X(f) denota la aproximación para el 
eigenvalor dominante A,, en el ¡-ésimo paso, los cálculos se suspenderían una vez que se 
satisfaga la condición i 


Desafortunadamente, no es posible llevar a la práctica esta idea, ya que se desconoce el 
valor exacto A,. Para remediarlo, es usual estimar A, por medio de A(i) y detener los 
cálculos en el ¿¡-ésimo paso, si 
Zi) il) 
| Zi) 


< E (8.18) 


La cantidad que se encuentra en el primer miembro de (8.18) se conoce como error relati- 
vo estimado. Si se multiplica por 100% , se le denomina error en porcentaje estimado. 


Ejemplo 11 


En el ejemplo 9, ¿cuántos pasos se deben utilizar para estar seguros de que el error en 
) A 4d p 
porcentaje estimado, en el eigenvalor dominante, es menor que el 2% ? 
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Solución. Denótese por Mi) la aproximación para el eigenvalor dominante en el ¡—ésimo 
paso. Por tanto, por lo que se expresa en la figura 8.3, 


Z) = 2.692,  2(2)=2.278,  /(3)= 2.125, etc. 
Por lo que se expresa en (8.18), el error relativo estimado después de dos pasos es 


2.278 — 2.692 
5 } ~ |—.182| = .182 


494 
(2) 


Por consiguiente, el error en porcentaje estimado, después de dos pasos, es 18.2% . El 
error relativo estimado después de tres pasos es 


¡7 


23) aei 2.125 — 2.278] 
(3) 


| 
DORE 


x |~.072| = .072 


y el error.en porcentaje estimado es 7.2%. En la tabla de la figura 8 4 se listan los errores 


en porcentajes restantes. En esta tabla se ve que el error en porcentaje estimado es menor 
que el 2% al final del quinto paso. 


OPCIONAL 


Esta sección ** concluye con una demostración de que el método de las potencias funciona, 
cuando A es una matriz diagonalizable, con un eigenvalor dominante. 

Sea A una matriz diagonalizable de n X n. Por el teorema 2 de la sección 6.2, A 
tiene n eigenvectores linealmente independientes, Vi , V2, = , Vp. Sean A, Az, ... Ap los 
eigenvalores correspondientes, y supóngase que 


kal > 2) >>> fl (8.19) 


18.2% 


Figura 8.4 
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Por el teorema 9(a) de la sección 4.5, los eigenvectores v,, Y2, ... , Y, forman una 
base para R”; por tanto, se puede expresar un vector arbitrario xy en R”, en la forma: 


Xo = KiVa + kava + 0 + Kv, (8.20) 
Al multiplicar, desde la izquierda, los dos miembros por A da 


ÁXo = A(k,v; + k2V> + t + KV) 
= k¡(Av,) + kal Aya) +: + K,(4v,) 


= kV + k242V2 Hiie H KA 


Si se multiplica una vez más por Á da 


A?Xy = Alki ÀV g + k222V2 +00 + KnånYn) 
= kih (Avi) + kadal AYa) + 000 + Knal AV) 
= kivi + ka2dv2 + c+ k dv, 


Continuando, después de p multiplicaciones por A, se obtendría 
APXo = kiiy, + k248v2 +00 knåfy (8.21) 


non” 


Puesto que A, +0 (véase 8.19), (8.21) se puede reescribir como 


¿Ap ¿NP 
APXo = 41 (lar + ka (2) Yahoo ky (75) v) (8.22) 
Si Fi 


De (8.19) se deduce que 


PR SAT 
son todos menores que uno en valor absoluto; por tanto, (A/A? ,..., An /A1)® se 


aproximan paulatinamente a cero, a medida que p crece y, por (8.22), la aproximación 
APR OF AER (8.23) 


se hace cada vez mejor, 
Sik, %0,* entonces Ak, v, es un múltiplo escalar diferente de cero del eigenvector 
dominante v}; por tanto, Afk,v, también es un eigenvector dominante. Por tanto, por 


(8.23), AP xo se convierte cada vez en una estimación mejor de un eigenvector dominante, 
conforme p crece, 


*Por lo común no es posible decir por la simple observación de xo si kı #0. Si, por accidente, k} =0, 
el método de las potencias todavia funciona en los problemas prácticos, ya que generalmente los erro- 
res por redondeo en las computadoras tienden a hacer que k; sea pequeño, pero diferente de cero. Cu- 
riosamente, este es uno de los casos en el que los errores ayudan a obtener resultados correctos. 
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EJERCICIOS 8.3 


1. Halle el eigenvalor dominante (si existe). 


A LA e 
a -5 3 (d) |1 0 0 
o 0e 0 Eag 


2. Sea 


a) Use el método de las potencias con reducción a escala para obtener una apro- 
ximación del eigenvector dominante de A. Parta de 


v-fil 


Redondee todos los cálculos hasta tres dígitos significativos y suspenda des- 
pués de tres iteraciones (es decir, tres multiplicaciones por A). 

b) Use el resultado del inciso (a) y el cociente de Rayleigh para obtener una apro- 
ximación del eigenvalor dominante de A. 

c) Encuentre los valores exactos del eigenvector y eigenvalor dominantes. 

d) Halle el error en porcentaje en la aproximación del eigenvalor dominante. 


En los ejercicios 3 al 4 siga las instrucciones que se dieron en el ejercicio 2. 


5 4 — 
Ep] SiH 
3 4 2 0 


5. Sea 


a) Aplique el método de las potencias con reducción a escala a fin de obtener 
una aproximación del eigenvalor dominante y un eigenvector dominante de A. 


Parta de 
MA 1 
Xo = i 


Redondee todos los cálculos hasta tres dígitos significativos y suspenda cuan- 
do el error en porcentaje estimado, en el eigenvalor dominante, sea menor del 


2%. 


b) Encuentre los valores exactos del eigenvalor y eigenvector dominantes. 
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6. Repita las instrucciones del ejercicio 3 con 


pe 
A= 
6 -—4 


7. Sea 
Des TADO 
A= HH. 20 
0 0 10 


a) Aplique el método de las potencias con reducción a escala para obtener una 
aproximación de un eigenvector de A. Parta de 


Redondee todos los cálculos hasta tres dígitos significativos y suspenda des- 
pués de tres iteraciones. 

b) Use el resultado del inciso (2) y el cociente de Rayleigh a fin de obtener una 
aproximación del eigenvalor dominante de A. 

c} Encuentre los valores exactos para el eigenvalor y eigenvector dominantes. 

d) Halle el error en porcentaje en la aproximación del eigenvalor dominante. 


8.4 APROXIMACION DE LOS EIGENVALORES NO DOMINANTES POR 
DEFLACION 


En esta sección se bosqueja con brevedad un método para obtener los eigenvectores y 
eigenvalores no dominantes de una matriz simétrica. 
Se necesita el teorema siguiente, el cual se enuncia sin demostración.* 


Teorema 1. Sea A una matriz simétrica de n X n, con eigenvalores My , Az, ... , Ay. Si V1 es 
un eigenvector correspondiente a WM y | |v; | |=1, entonces: 

a) La matriz B= A — Mv, Y; ` tiene los eigenvalores 0, M, , Ap: 

b) Si v es un eigenvector de B correspondiente a uno de los eigenvalores M , ... , Ay, 


entonces v también es un eigenvector de A correspondiente a este eigenvalor. 


(En el teorema 1 se está suponiendo que v; se expresa como una matriz de n X 1; así en- 
tonces, vı v; * es una matriz de n X n.) 


Ejemplo 12 
En el ejemplo 5 de la sección 6.1 se demostró que 


*Los lectores interesados en la demostración de este teorema pueden consultar la bibliografía que apa- 
rece al final de esta sección. 
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que es un eigenvector de norma 1, correspondiente a À; = 5. 
Por el teorema 1, la matriz 


BUM mO y v2 
B=4A=- hyv =|-2 3 0|-5S| 1 |-- 1 o] 
0 0 5 deal Leuabód ab 
0 
32 0 $ 0 4 4 0 
=|-2: B ES i a A i oaa iala 0 
M a e 0 0 0 00 5 


debe tener los eigenvalores A =0, 5 y 1. Como comprobación, la ecuación característica de 
Bes 


det(A — B)=det| -4 ¿-% 0 |=4Xi=56.-1)=0 
0 o te 


De donde, los eigenvalores de B son À= 0, A = 5, A= 1, como lo predice el teorema 1. 
El eigenespacio de B correspondiente a A=5 es el espacio de soluciones del sistema 


(51 — B)jx =0 
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es decir, 


2 4 SFPA; 0 
-3 3 O|Ix>|=]0 
0 0 Ox 0 


Al resolver este sistema da x, =0, x} =0,x3 =t. Por tanto, los eigenvectores de B corres- 
pondientes a A=5 son los vectores diferentes de cero de la forma 


Como lo predice el inciso (b) del teorema 1, éstos también son eigenvectores de A corres- 
pondientes a A = 5, ya que 


0 3 -2 0110 0 
AJO|=|-2 3 0/¡0¡=]|0 
t 0 5I: St 
es decir, 
0 0 
A[0|=5|0 


De modo análogo, los eigenvectores de B correspondientes a A=1 también son eigenvec- 
tores de A correspondientes a A= 1. 

El teorema 1, hasta cierto punto, hace posible determinar los eigenvalores y eigen- 
vectores no dominantes de una matriz simétrica A de n X n. Para ver cómo, supóngase 
que se pueden ordenar los eigenvalores de A, de acuerdo con la magnitud de sus valores 
absolutos, como sigue: 


i>as aaa >12, (8.24) 


Además supóngase que se han obtenido el eigenvalor dominante y el eigenvector 
dominante de A, por el método de las potencias. Al normalizar el eigenvector dominante, 
se puede obtener un eigenvector dominante v; que tenga norma uno. Por el teorema 1, 
los eigenvalores de B = A —Ay v, vs ' serán0,A,,Az,.... , A, . Por (8.24), estos eigenvalores 
quedan ordenados según sus valores absolutos, como sigue: 


[22] > [ża] > < > ZA > 0 


Por tanto, Az es el eigenvalor dominante de B. Ahora, aplicando el método de las poten- 
cias a B, se puede encontrar una aproximación para el eigenvalor Az y un eigenvector co- 
rrespondiente. Esta técnica para obtener aproximaciones para el eigenvalor con el segundo 
valor absoluto más grande se conoce como deflación. 
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Redondee todos los cálculos hasta tres dígitos significativos y suspéndase 
después de tres iteraciones, 


d) Halle los valores exactos de los eigenvalores y eigenvectores. 


2. Siga las instrucciones dadas en el ejercicio 1 con 


Ya ; 
A= 
4.4, 
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Por desgracia, existen limitaciones prácticas del método de deflación. Puesto que 
A, y vi sólo se obtienen en forma aproximada por el método de las potencias, se introdu- 
ce un error en B al aplicar la deflación. Si se aplica una vez más el proceso de deflación, la 
matriz siguiente tiene errores adicionales introducidos a través de la aproximación de Az y 
v2. Conforme se continúa el proceso, esta composición de los errores finalmente destruye 
la exactitud de los resultados. En la práctica, en general se debe evitar encontrar más de 
dos o tres eigenvalores por deflación. 

Cuando la razón [Az A | está cercana a uno, el método de las potencias converge 
con lentitud; es decir, se necesitan muchos pasos para obtener un grado razonable de exac- 
titud. Los lectores interesados en estudiar técnicas para “acelerar” esta rapidez de conver- 


gencia y aprender más acerca de los métodos numéricos del álgebra lineal, quizás deseen 
consultar los siguientes textos: 


Analysis of Numerical Methods, E. Isaacson y H. B. Keller, John Wiley and Sons, 
Nueva York, 1966. 

Applied Linear Algebra, B. Noble, Prentice —Hall, Inc., 1969. 

Computational Methods of Linear Algebra, V.N, Faddeeva, Dover, 1959, 


En las bibliografías adicionales de estos textos se encuentran más referencias. 


EJERCICIOS 8.4 


l. Sea 


a) Aplique el método de las potencias con reducción a escala para obtener una 
aproximación de un eigenvector dominante. Parta de 


SE 


Redondee todos los cálculos hasta tres dígitos significativos y suspenda des- 
pués de tres iteraciones (es decir, tres muitiplicaciones por A). 

b) Use el resuítado del inciso (a) y el cociente de Rayleigh para obtener una 
aproximación del eigenvalor dominante de A. 

c) Aplique la deflación para obtener una aproximación del eigenvalor restante 
y el eigenvector correspondiente; esto es, aplique el método de las potencias a 


en donde Y y A, son las aproximaciones obtenidas en los incisos (a) y (b). 


Parta de 
1 
Rs A 


Apéndice 
Respuestas a los ejercicios 


EJERCICIOS 1.1 (página 25) 


L bd, f 
2.4). K= + Ed =1 
b) N =s +a HAN ESN 
0 2 = "tr ASS AR, SS, E 
dì) rg- iii i= q x= My=3.2=1 
y. —2 0 6 i ' 
3. a) |3 4 —] b) 
di , 1 a 
I 0 l 0 0 l 
1.01 
Ao 2-1. 0.102 d) meti, 
0 0 2 0 3 P 
Xy =D Xy z 
4. a) IN tyi + x3=3 b) x=0 
-X +21x,=4 A 
Ñi = | 
Mi+2x3+3x3+4x,=5 X =2 
c) 1 2 à + d) 2 
5N, + 4x2 + 3y + 2y ll X3 3 
x= 4 


5. k = 6, una infinidad de soluciones 
k % 6, ninguna solución 


6. a) Las rectas no tienen punto común de intersección. 
b) Las rectas se intersecan exactamente en un punto, 
c) Las tres rectas coinciden. 
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EJERCICIOS 1.2 (página 35) 
LaS Ze ld Gu 
3.40. =4x=3x=2 b)x=2- 3n xo=4+0x3=2-lx4=1 
c) x= =l — 5s Si X, = S, X, = l — 3t, x4 = 2 — 4t, x; =t d) Inconsistente 
C E EE Eea =2 b) xi =2 = 3, xa 5 btt, X EA M, A E 
e) x = he 5s SEx = sS Xa = l 3t xg = 2 Atx =t d) Inconsistente 
S os 3, l2 bx, 31, X3 dta = 7t 
e yesil pAn = 3 
7. a) inconsistente b) x; A N e) y >= H 2 = 
O, a} xi = 0, x= -—3 ox =1 b) Inconsistente 
1i. a) x, =30— $b, x; = —4a + $b 
b) x; =a = 346, x, = a — bb, xy a+ dh + ke 


t 


CEEE E ET 
2 


EJERCICIOS 1.3 (página 41) 


i2. a= 4, una infinidad; a = —4, ninguna; a F t 4, exactamente una. 


G RN on respuestas posibles 
sonr 3 
o c|” lo L P d 


l.acd 2.x,=0,x,=0,x3=0 
dx ds. x3 js- A x= S, X4 =t 4. x,=0,x,=0,x3=0,x4=0 
t St s r 
s Rne ET 6 ¿=44=2 
8 16 
11. Una respuesta posible es x + y+z=0 
x+y+z=1l 
EJERCICIOS 1.4 (página 48) 
1. a) indefinida b)4x2 c) indefinida 
d) indefinida e)5x5 ñ 5x2 
3a=5,60 dc=4Ad=1 
18-58] | 6 5] -5 4 -1 
4. a) |-4 5 by |-2 1 3 e) | 0 =i -1 
l 37 > sed Dual 
9 8 19 [i4 36. 25 o 
= ¿8 
d) |-2 0. 01 e) [4 -1 7 no Al 
L - 
32 9 25 I2 26 naa 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


5. a) Indefinida 


3 

DA 
7 

6. a) [67 41 
6] 


45 
11 
17 


41] 


d) s e) [24 56 97] 


11. c) (A+ BY 


42 108 75 
DDAR 3 2i e) 
36 IS 63 

9 
17 e) Indefinida f) 
13 
b) [63 67 57] c) 
76 
A |98 
97 | 
A 
20 


10. | 


cos Y 
seni) 


= A? + AB + BA + B? 


—sen 0 
cos Y 


12. A! 


17. OA y AO pueden no tener el mismo tamaño. 


EJERCICIOS 1.6 (página 66) 


l. abd, f.g 


| 


il 


41 


0 


2. a) Súmese —5 veces el primer renglón al segundo. 


by Intercámbiense el primero y tercer renglones. 
c) Multipliíquese el segundo renglón por + 
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3. 


APENDICE 


0.01 0.01 
a) E =|0 1 0 b) E)=10 1 0 
100 100 
100 100 
c) Es=10 1 0 d E,=| 01 0 
205 H ton 


No, puesto que no se puede obtener C efectuando sobre B una sola operación sobre 
los renglones. 


ES 2 =5 -—-3 e ; 
a) | E 4 b) Es a c) No inversible 
B ik ë 1 1 1 
2 10 5 4 — 3 2 
a) |-1 l | b) No inversible ði- + i 
n E 2 1 1 I 
3 10 $ 3 2 E 
EA a F =} l | L g2 
d) | -1 1 0 e) o 0 l Di j 2 
0 1 | h fret e A 
S TA d iA gt 0 
s e -} 4 0 0 
a) liy? 3y2 0 bj > $ c) No inversible 
o +4, 0 
0 0 l 
0 0 3} 4 


cos) —senú 0 


. A Us senp cos 0) 0 


0 0 | 


l 1 l 
0 0 0 © 0 0 | 0 0 O0 
k 1 Ka | k 
l l l | 
0 0 0 0 0 0 E 0 0 
ka ka k k 
2) l b) | o) l l | 
0 0 0 0 0 0 ; 0 
Ka ka kK k k 
| 
l l l l E l 
0 0 0 0 0 0 3 À 
ka ki ES ATA le 
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EJERCICIOS 1.7 (página 73) 


Lox, =41,x,=-—17 2 x= x= dx; LEA l 
4 x=1x,=-=1l,x3=16 S e l 
6. w=1x 6 y= 10,z 7 Ta), a tA 4,4 la 
b) x, u= to =Y 
c) A == =03= 4 
d) x= 5x0 = 40 =% 
4 
0 ; 
Si 
8. a) b,=3b,,b,=-—2b, 9 a) X=|0 b) X=| 
b) b3 =b, — bi b4 = 2b, - b, 0 f 


EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS (Página 75) 
L x =x ipy =—h+dy 
2. x =x cos + y sen 0, y'= —x sen 0 + y cos 0 


3. 3 monedas de un centavo, 4 de cinco centavos, 6 de diez centavos. 


4 x=4y=3,2=3 5. Una infinidad si a = 2 ó a = — 5; ninguna en 
caso contrario. 


o 2 
6.4) a740.b%2 b)a#0.bh=2 7. K=| | 
c) ua=0,b=2 d)a=0.h%2 
8. mpn multiplicaciones y mpín — 1) adiciones 


10. a=1,b= -2c=3 lIl. a= 1, b=—4, c= -5 


EJERCICIOS 2.1 (página 83) 
a) 5 b)? 910 d0 e4 NS 
2. a) Par b) Par c) Impar d) Impar œe) Impar f) Par 
39 4.0 5. 59 6. k? — 4k --5 7.0 8. 425 9. 104 
10. =k? — k? + 184? + 9k — 21 1. d4=3,/=2 b)i=21=6 
14. 275 15. a) 120 b) —120 


EJERCICIOS 2.2 (página 88) 


I. a) 6 b) —16 c) 0 d) 0 23 —2] 3-5 4. —7 5. 18 
6. —21 7.6 8. l 92 10. a) 5 b) 10 c) 5 d) 10 


EJERCICIOS 2.3 (página 96) 


> AR 0] 
l. a) |; i 4 b) |1 4 | Dio tios 
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4. a) Inversible b) No inversible 5. a) 135 b) 
c) No inversible d) No inversible 


ralo 


PIS 
6. Six =0, el primero y tercer renglones son proporcionales, 


Si x= 2, el primero y segundo renglones son proporcionales. 


8. a) k=H58+yv1D))k=338= 87) —(b)k=-1 


EJERCICIOS 2.4 (página 107) 


l. a) Mu =29, M; = 511, Mi= — 19, Ma, =21. Ma = 13, Ma; = —19 
M; =27,M3,= =5.My,=10 
b) Cir =29, C= IL Ci = — 19, Ca; = =21,C,,=13 
Cr = 19, C31 = 27, Caa = 5, Cza = 19 
2. a) M3 = 36, C3 = 36 b Mag = 24 Cra = 24 
c) Ma, = -48,C,,= —48 d) M,, = —108. C}; = 108 
29 21 27 29. -21 27 
3. 152 4. a) 11 13 5 Duplo 13 5 
—19 19 19 =19 19 19 


5. 48 6. —66 7.0 8. kè — 8k? — 10k +95 9. —120 10. 0 


ca 410 4 
e. 3 Hie oTi 
1. A7! = 12. x= l, x= 2 


er. ¿e 3 


3 A! 3 o pr 1 a OA e RAS 

pe Tr. ) ir. 2 ïT 14, x= qa P=TT1Z=>+S 

z H JO ó a lg F Y Ẹ a 

15. x,=-%x,=-Hx,=-P lx, =35=5x= -—Lixg=8 
17. No se puede aplicar la regla de Cramer. 18. 2 =2 


EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS (página 109) 


Lxa=i+2%y, V=—éx+éy 2. =xcosU + ysend, y = —xsenó + y cos 


aat bi 


5. cos f = - Lcos y = - 10. b) 3? 


2a j Qab 


3.a) P,P, ={— 1.3) b) P,P, =(-7.2) 
PP; 12, =L) d) P,P,=(-8.7.4) 


4. PO. en donde Q = (9,5,1) es una respuesta posible. 


5. PO, en donde P = (0,4,—8) es una respuesta posible. 


6. a) (-2,.0.4) b) (23, — 15, 4) Ta=(=83.1 
EP EAS 2] d) (- 39.69. —12) 
e) (30.15 pl 


O. — 10,0) 
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80 =1,0/==2 4 =1 10. c, t, Ca t, c, = t (en donde f es arbitraria) 


1.063. b) aD Lax=5Sy=8 b)x==1,y=3 


EJERCICIOS 3.2 (página 125) 


1. a) 5 b)542 03 d) y3 e) V129 f9 


2a) J3 b) 26 eo) 209 DVA 
3.a) 293° b) yA y? o4 d)2/37 
e) (1,46, 1/46, — 2/46) $) 1 
3 > ` na 
4 k=+ 7. (1//3,1//3, 1/43) 
EN 


8. Una esfera de radio 1 con centro en (xg, Yo, Zo) 


EJERCICIOS 3.3 (página 132) 


1. a) —10 b) -3 c) O d) —20 


l ii 20 
Lars AFE cyo i0 dy =- 
JS y 58 34/70 
3. a) obtuso b) agudo cì) obtuso d) ortogonales 
4. a) $, -5) »D00 e)(-35,.0, -49 a) (83.33 38) 
SOYA D A E E R aS) 
2 3 ? : 
7. t=,- ) 8. a) 6 b) 36 c) 14,5 d) 24,45 
LE 
3 1 
10. cos 0, =0, cos O, = , cos O, =- 13. 0 = cos ! 
yi0 yi0 v6 
14, cos f = Es LOS y = z 5 ? 
Va tbt te v bes a? 


EJERCICIOS 3.4 (página 141) 
l. a) -23,7, -1) b) (-20, — 67, —9) c) (—78, — 52, — 26) 
d) 0. —56, —392) e) (24,0, — 16) PEE Bo =g) 
2. a) (12,30. —6)  b)(-2,0,2) 3. (a) 34374 b) 9y 13 
7. x= (4 — 4t, -4 + 3t, 1). en donde / es arbitraria. 
9. 227 10. a) u=(0,1,0) y v=(1,0,0) 


(b) (—1,0, 0) 
ce) (0,0, —1) 
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EJERCICIOS 3.5 (página 148) 


1. a) x-2+4ly -6)+ 22 -1)=0 
b) -(x+1)+ Uy + 1) + 612 - 2)=0 
c)z=0 
d) 2x + 3y+4z=0 


2. 4) x+4y+22-28=0 b) —x+7y+62-6=0 
c)z=0 d) 2x + 3y +4z=0 


3. a) (5, 0, 0) es un punto en el plano y n= (2, —3, 7) es un vector normal, de modo 
que 2(x — 5) — 3y + 7z = 0 es una forma punto-normal; otros puntos y otras 
normales proporcionan otras respuestas correctas, 

b) x + 3z = 0 son respuestas posibles. 


4. a) 2y-2z2-1=0 b) x+9y—5z— 16=0 


5.4) x=2+ty=4+2,2=6+51 

b) x= —3 + 5i, y=2-— 7i, z 4-3 

da =L y =Lii=5+t 

direk yent 

v=d 2-6 x+3 y-2 2+4 

6. a) x- = Hie SEE E 

e 2 E AA E AEE 

7.a) x=6+1ty=-1+3h,27=5-%WHorx=7+1ty=2+31 
z= —4 — 91 son respuestas posibles. 

b) x Ly==L212= -tox = -l-t y [=z ] — t es una respuesta 
posible. 

8. a) x=-++%,y=-$-—Hh2=1 b)x=ł%, y=1z=0 


9. a) x-2y-17=0.v4+2:-5=0 b) 3x — 5r=0,2y—-z=0 
10. plano xy: z = 0; plano xz: y = 0; plano yz: x= 0 12. (-*%, -$, +) 
13. 5x — 2y +z- 30=0 15. (—17, —1,1) 16. x- 4y4+4249=0 


EJERCICIOS 4.1 (página 156) 


53, 34, 49, 20) c) (—1,2,7, —10) 


1. a) (-3, —4, —8, 4) b) í 
e) (—63. —28, —21, ~ 69) f) (2.6, 15, — 14) 


d) (-99, — 84, — 150, 30) 


2. (—4. -1,-3.4 E O ee le, Si 


5. a) 5 b)n  &yl4 d) yi8 
6.4) 73 b) 144397 c)&A l4 d) yI801 


9.a) -1 b) -1 90 d) 
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2 1 2 l Er ras WIJE 
10. a) E 3) y (-Ż. S ll. a) JIO b)3 3 e) J59 d)10 
IAB 5 


EJERCICIOS 4.2 (página 161) 


1. No es un espacio vectorial. No se cumple el axioma 8. 

2. No es un espacio vectorial. No se cumple el axioma 10. 

3. No es un espacio vectorial. No se cumplen los axiomas 9 y 10. 

4. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas, 

5. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas, 

6. No es un espacio vectorial. No se cumplen los axiomas 5 y 6. 

7. El conjunto es un espacio vectorial baja las operaciones dadas. 

8. No es un espacio vectorial. No se cumplen los axiomas 7 y 8. 

9. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 
10. No es un espacio vectorial. No se cumplen los axiomas 1, 4, 5 y 6. 
11. El conjunto es un espacio vectorial baja las operaciones dadas. 
12. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 
13, El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 


14. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 


EJERCICIOS 4.3 (página 170) 


l. a,c 2 be 3. a,b,d 4. b,d,e 5. a,b,d 


6. a) (5,9, 5)= 3u — 4v + w b) (2,0, 6) = 4u — 2w 
c) (0.0,0)=0u4. + 0v + 0w d) (2,2,3) = tu — iv + 4w 


7. a) 5+9x + 5x? = 3p; — 4p; + Ps 
(b) 2 + 6x? = 4p; — 2p, 
c) 0 = 0p, + Op, + Op, 
d) 2+ 2x + 3x? = 5p, — 3p2 + 3p3 


8. a.c,d 9. a) Los vectores lo generan b) Los vectores no lo generan 10. a,c 
c) Los vectores no lo generan d) Los vectores lo generan 


11. Los polinomios no generan a P, 12. a,b, d 13. 8x-Ty+2=0 


l4. x= 2t, y = 7t,z = —t, en donde — < t < +% 
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EJERCICIOS 4.4 (página 176) 


1. 


w 


a) u, es un múltiplo escalar de u}. 


APENDICE 


b) Por el teorema 6, los vectores son linealmente dependientes. 


c) pa es un múltiplo escalar de p}. 
d) B es un múltiplo escalar de A. 


a) independiente b) independiente c) 
a) independiente bì independiente c) 
a) independiente b) independiente c) 
a) dependiente b) independiente c) 
e) dependiente f) dependiente 


a) No se encuentran en un plano. 
b) Se encuentran en un plano, 


a) No se encuentran en la misma recta. 
b) No se encuentran en la misma recta. 
c) Se encuentran sobre la misma recta. 


8. ¿=-%i=1 


EJERCICIOS 4.5 (página 184) 


1, 


a) Una base para R? tiene dos vectores. 
b) Una base para R? tiene tres vectores. 
c) Una base para Pa tiene tres vectores. 
d) Una base para M3 tiene cuatro-vectores. 


. a,b 3. ab 4. cd 
. Dos cualesquiera de los vectores V; , V2, V3 


Base: (—+4, —¿4, 1,0), (0, — 1, 0, 1); dimensión = 


. Base: (4, — 5, 1); dimension = 1 


- a) (4,1,0),(-3,0,1) b) (1, 1,0), (0, 0, 1) 


. 3-Tridimensional 


EJERCICIOS 4.6 (página 195) 


f; 


ri = (2, —1,0, 1) 
ra = (3,5,7, — 1) 
r3 = (1.4, 20) 


independiente 
independiente 
independiente 


independiente 


d) dependiente 
d) independiente 
d) dependiente 


d) dependiente 


7. Base: (1,0,1); dimensión = 1 


2 


. Base: (4, 1,0, 0), (—3, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1): dimensión= 3 


c) (2, —1,4) 


. a) 3- Tridimensional b) 2-Bidimensional c)1-Unidimensional 


. Base: (3, 1, 0), (— 1,0, 1); dimensión = 2 11. Ninguna base; dimensión = 0 


d) (1. 1, ©), (0, 1, 1) 
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Pa =] > 
1 
€, =18 e 5 2. a) (1, —3) b) B c) 1 
1] | 4] 4 
0 1) 
e,=1|7 c.=|-1| 
2 7 
ıl Po 
3. a) (1, 2,0), (0, 0, 1) 121. | 1 02 
10] [|-1 
1] fo > 
4. a) (1,0,1,2),(0, 1, 1, 0), (0,0, 0, 1) b) 01,1 11,10 c) 3 
oj loj li 
ol fi 0 
ollo] |-1 
5. a) (1,0,5,2,0), (0,1, 0, 0,0), (0, 0, =-3, 0, 1) bli loli 1 c) 3 
¡E 0 
12 l 0 
6. a) (1,1, -4, —-3),(0,1, —5, — 2). (0, 0, 1, —Y) 
b) (1, —1,2,0), (0, 1,0, 0), (0,0, 1, —3) 
c) (1,1,0,0),(0,1,1,1),(0,0,1, 1),(0,0,0, 1) 
8. a) [Yi Yn Va) b) Y, = 2V; — Va, Ys = — V] + 3v, + 2v4 
9. a) {Y ya} b) Y3 = 2v; + Va, Ya = —2N + Y 


10. a) Primero y tercer renglones, o segundo y tercer renglones; cualquier par de 
columnas, excepto el par que consta de la primera y cuarta columnas. 
b) Dos cualesquiera de los tres primeros renglones, junto con el último renglón; 
tres columnas cualesquiera, 


1 3 
11. 4) 3 b) el mínimo dem yn 12. a) Al A 


b) b no está en el espacio de columnas de A  c)b=c,—e, 


EJERCICIOS 4.7 (página 201) 


1. a)-12 b)O cejo d)120 2. a)-5 b) O c)3 d)52 
3. a)16 b) 56 4. a)-6 b) O 
6. a) No esun producto interior, 7. No. No se cumple 

no se cumple el axioma 4. el axiona 4. 


b) No es un producto interior, 

no se cumplen los axiomas 2,3. 
c) <u, v> es un producto interior, 
d) No es un producto interior, 

no se cumple el axioma 4. 
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16. 1-2  b)0 17. aJ0 bl c)-£ m 


EJERCICIOS 4.8 (página 208) 
l.a) S21  b)y206  c)y2 ay0 
2.a) JIO  b)/85 c) 1 d) 0 
3.a) J6 b)5 4a) 0 ASAS 
6-a) LE BDO 7/18 8a) /98. b)O 


=l -3 -20 1 2 
9, a) == b) PA c) 0 d) == e) == f) ari 
Y? JTB 90 Z J55 
19 
10. a) 0 b) 0 ll. a) —— b) O 12. a) k= -3 b)k=-2k=-3 
10,7 


1 
14. a,b,c 15. +-——(—34, 44, —6, 11) 
[3249 


EJERCICIOS 4.9 (página 220) 


1. b 2. b,d 3. a 4.4 


$ va 
( > ) b) (1,0) (0, —1) 
J10 ,/10 
pay E 1 o) 
2 JE JE J6 


2 V 
2 ) (o 30 105 ) 
/53/ \ /11925 /11925 


o (0. 30)( 1 =>) 
OSESE LNE 430/30 7 


R 3 2 2 y Ka De e] ) 
A10 7/10" V10 V10 VIS V15 J15 JI5) 


10. (daa s o 


2 1 
p 59) 12. wi =(=3,2, $ w, =(3,0,%) 


u C aata: ) ç l 1 ) 
AVE V6 V67 AVE JE VEA y 


A aaan 93 120 3 9.6 OR: 1.59 7 
13. wi = (35, 22,32) W2 = (27, — 272,23) 14. w =(=3 ma, i h Ww2= (4, ¿ 


22. 0-4, 5.9435 23. 0(-9,5.-%) 
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EJERCICIOS 4.10 (página 239) 


3 
A IO 
b-a ý 
c) (w)s (a 5 ), [w]s= | ze 
? 
-EF 
5 
2. a) (1)s= (3. -2, 1), [v]Js = | -2 b) (Y)s = (2,0, 1), [v]s = 
EXE: 
ia 
3. a) (p)s = (4, -3, 1). [p]s = 3 5) (p)s = (0,2. — 1), [p]s F 
l 
po 
4. SELL ATAR EL 


: 5/2 
5. a) (ws =(-2,42.5, 2) al y | b) (ws = 
52. 
£ pas 
6. a) w= (16. 10, 12) b)q=3+4x* APA ; 
J 
7. a) |u| = 42. d(u,v)= 413, <u v> = 3 
4 3 PES È 2 sz 
EET A if »| g o| | 
l Y 11 =$ l 4 
0 5 -4 t —ł 
oda a 
PE 3 Tal B 3 
10. a) haeti h DI-3 IL. a) | -2 
3 $ 3 5 
[2 3 e -4 04 
12. a) |: bD] t 5 AND 
51 2 5 
Prusia AR 2 0 
13. b) pai ' c) | A e) E A 
14. a) (442—2423) 21001473542, 1.5/2) 


b a) (= 1+ 373,3 +43) 
RENA EAEE) 
DAI 253,2, 25—513) 


. a) (4,1542, 3542) 


b) (2.5 — V3, 2.5/3 + 1) 


b) (=25 42, 35/23) 


b) (1, — 1.5/2, 4.5/2) 


al 


14 


b) (5 — 1.543, 6, — 1.5 2,53) 


19. a, b, d, e 
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404 
4 L bel 
A e 0 ES 
E. yz Te 
10 Haji | 2 l 
2. o | | os li ls tE 
0 l l 1 vó x6 16 
L y2 v2 1 l | 
o E a 
pi E E 1 
El 2 2 x 
p fhb o 
e) |i 1 Ln ¿ 
2 6 6 6 
$ E =Í L 
2 6 6 6 
Aer cos senf 0 
22. a) | T l b) | =seng cos® 0 
send cosð 
0 0 i 
23. a) (-2, —1) b) (-$ -%) c) (-4,% (d) (0, 0) 
27. a) (2, —ł, =7) b) (2, 1,6) ce) 4 4-3) d) (0, 0, 0) 
29. b 
3 cosg 0 =semU | | 0 0 
31.a) A= 0 l 0 b) A=]|0 “cos O sen Y 
sen 0 0 cos 0 O —senQ9 cos O 
y2 v6 _y2 
4 4 2 
NE l 
32. us > 0 
y2 y6  y2 
4 4 2 


EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS (página 244) 


1. a) Todo R? 
c) Recta: x= 21,y=12=0 


2. a) (0, a, a, 0) cona Æ 0 b) 7 
y 5 
7. a) a(4,1,1) + b(0, — 1, 2) 
b) (a+ cc), —1, 2) + b(1, 4, 1) 
c) a(2, 3,0) + b(—1, 0, 4) + c(4, —1, 1) 


b) Plano: 2x — 3y+2=0 
d) El origen: (0, 0, 0) 


1 A 
po .0) 
gS 


8. a) ve (—1 + r)v, + (-— r)vz + rvs;r arbitrario 


10. +| — 


APENDICE 
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EJERCICIOS 5.1 (página 254) 


1. Lineal 2. No lineal 3. Lineal 4. Lineal 
5. No lineal 6. Lineal 7. Lineal 8. No lineal 
9. Lineal 10. Lineal 11. No lineal 12. Lineal 
13. Lineal 14. No lineal 15. Lineal 16. No lineal 
17. Lineal 18. Lineal 19. Lineal 20. No lineal 


i 3 4 42 X +3y + 4z 
Wree 9. 2 : 
L. Fx) =(=x. y) a) `i 0 H b) 2d E) l TE l 


24. a) (2.0. —1) b) Tíx. y. 2)=(x, 0.2) 
25. a) T(3.8, 4 =(-2,3, —1) b) T(x. y) = Ox — 122x421 1 x—y+22) 


vo y=/ 


EN A e dE 
a 9 Lin bp - Jr Le? ) 
MINE UR 3) 


b) T(—1,2)= (1. —2): Tix. 1) = (x. —1) 


EE 1 
c) ANASI S ta 3=3): 


l 3 
ona ode): / 


EJERCICIOS 5.2 (página 262) 
LaS 2.4 3. a.b.c 4g 5. b 6. a 7. ker(T) = (0): R(T) = V 
8. Rango (7)= 1, nulidad (7)= 1 9. Rango (7)= 3, nulidad (7) = 0 


10. a) Rango (7)= n, nulidad (T) = 0 b) Rango (7) = 0, nulidad (7)= n 
c) Rango (T)= n, nulidad (7)= 0 


M. Tix. y. 7) = (30x — 10r — 37, —9x+ 31 + z). T(1, 1,1) =(17, — 5) 


12. T2 =2x+3x?%)=8 +8x-— 7x? 
13. a) Nulidad (7)=2 b) Nulidad (7)= 4 c) Nulidad (7)= 3 d} Nulidad (7)= 1 
14. Nulidad (7)= 0, rango (7)= 6 


a) Dimensión = nulidad (7)= 3 
b) No. Para que Ax = b sea consistente para todo b en RŽ, se debe tener R(T) = R5, 
Pero R(T) ER* puesto que rango (T) + dim R(T) = 4. 


0 -H 


D 
a 
Dd 

~] A us 
~ 
A 
e 


c) Rango (7)= 2, nulidad (7)= 1 


~ 
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17. 


18. 


19. 


Like 


26. 


27 


APENDICE 


a) b) c) Rango (7) = 1, nulidad (T) = 2. 


ON — 
= O me 

j 
mar 
TE et ER 


2 da 
1} fo -1 2 ¡e 
a) |, A b) a 6 c) Rango (7) = 2, nulidad (7)= 2. 
E 
0 l 
07 Fo PRA le E 
! =] —2 
AKA blo l : 
a) ti ablo b) LLE 0] c) Rango(7)= 3, nulidad (7) = 2 
ii T 0 0 
2 taj L! o] i 
a) l4x— 8y- 5z=0 b) x= = y= Lai =N 


ker (D) consta de todos los polinomios constantes. 


. ker (J) consta de todos los polinomios de la forma kx. 


EJERCICIOS 5.3 (página 280) 


edu T A a 4 0 0 
ofi l »[ l ahi s tG alo 7 0 

he» T 01 
0.01 0. 0 -8 
00 0 

0 

; T | 0.0.0 
a b) 1 0 c)|O0 0 0 
ná 21 0 0 0 0.0.0 
00 0 


pra 8 10 o 1 
a o) lo po s) R o a) E o] 
(SL. —2 b) (-2, —1) c) (2,0) d) (0, 1) 


a) Rectángulo con vértices en (0, 0), (1, 0), (1, —2), (0,-2) 

b) Rectángulo con vértices en (0, 0), (—1, 0), (-1, 2), (0, 2) 
c) Rectángulo con vértices en (0, 0), (—1, 0), (-1, 2, (0, z) 
d) Cuadrado con vértices en (0, 0), (2, 0), (2, 2), (0, 2) 

e) Paralelogramo con vértices en (0, 0), (1, 0), (7, 2), (6, 2) 

f) Paralelogramo con vértices en (0, 0), (1, —2), (0, 1), (1, —1) 
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9. Rectángulo con vértices en (0, 0), (-3, 0), (0, 1), (-3, 1) 


Y; Mrs, 
J3 gl 
0 1l 2 2 
¡ENE 
-1 0 L i3 
Ra RF 


1.0 Y 1 0 6 0 
cn a G 
‘ 3 lb. 


13. a) Dilatación en un factor de 3 en la dirección x. 
b) Dilatación en un factor de —5 en la dirección y. 
c) Deslizamiento cortante en un factor de 4 en la dirección x. 


2 0113 0 
14. a) f i] È | ; dilatación en la dirección y en un factor de 3, a continuación 


una dilatación en la dirección x en un factor de 2. 


1 OJI 4 
b) |; | l i ; deslizamiento cortante en la dirección x en un factor de 4 y, 


a continuación, deslizamiento cortante en la dirección y en un factor de 2. 


AAA E tá la di e factor de —2 
da ollo illo -2| + éBatación eh Ja dirección pen Un factor dea 


en seguida una dilatación en la dirección x en un factor de 4 y, por último, 
una reflexión respecto a y = x. 


1 olli olf -3 
d) k | k Ne È | ; deslizamiento cortante en la dirección x con un fac- 


tor de — 3; en seguida, dilatación en la dirección y con un factor de 18 y, 
por último deslizamiento cortante en la dirección y con un factor de 4. 


4 0 1.0 0 -l 
da E e a, x ol: 


16 H "i Tae P xæ 18. a) 16y— llx—3=0 
„a 3 - Llana = 
5.0 21 -6y3+3 6+3y3 AA va 


19. a) v=¿4x bDr=x e) y=3x d) y= —2x 


_— 
Zi 


|. —2 
21. ja | 22. b) No; A no es inversible. 
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EJERCICIOS 5.4 (página 289) 
Did e 0 (338 
i. m 0, E 2. a) + > ui 

PEF 


BY —2x? 4 5x? — axt 


La) 
ES 
== 
di, 
l 
D m = 
l 
Ni mobe lus 
| 
tue oe tub 
La j 
> 
x= 
A D 
| 
Mp N 
esaa | 
> 
a 
Sn 
20.0 0 


WN roo 
e ao D 


D 


ues 13 1 0] 
a [Tvs] 1 [T6J1e=1 6l [Tø] =| 2 l [Tvd] = j 
>93 0 7 1] 
11] -42 —56 —13 -3] 
b) Tiw)=l| 5 ,TO)=| 32l, TWw)=| 871 Tva =| 17 Ol 37 
2 10 17 2 12 
1 3 H 
. a) [Tív:)]s = 2 [T] = 0 , [Tv3] = 5 
6 2 4 


b) Tiv) =16+ 51x + 19x?, Tíva) = —6 — 5x + 5x?, Tlva) = 7 + 40x + 15x? 
e) T(1 +x?) = 22 + 56x + 14x? 


ia 
0 0 0 0.0 0] 2 

2. Ajo 0 =l A c) o 
0 


0-10] 


~J 


EJERCICIOS 5.5 (página 296 ) 
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a 1 13 25 
2 2 1142 11y2 
NF N y Ny 
3. [T] = pai 
[T] | [T]; > s 
48 yi 11,/2 11,/2 
É 2- af 1 4 3] 
4 [Tla=10 -1 0 [Tlo=|=1 -2 -9 
1 G P l l 8 
1 00 1.0.0 
5. [T la = 0-10 [Tle=|0 1 1 
[0 0 0 0.0.0 
"Ss 0 s0 2 -—2 HESA 
6. [T]; = LO i [T je: + k >| 7. [T]s = f 4 [T]e $ | A 


EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS (página 298) 


1. 


ra 2 BO rE PA >) 


No; T(x, + x)= A(x, +X,)+ BX(Ax, + B)+ (4x, + B)= 
entonces Tícx) = cAx + Bx c(Ax + B) =cT(x). 


Tx) + Tx) y,sicA l, 


cos nó —sennb 
v Ay ga 
senn cos n0 
. a) T(ez) y dos cualesquiera de T(e;), T(e2) y T (ez) forman bases para el recorrido; 


(1, 1, 0, 1) es una base para el kernel. 
b) Rango = 3, nulidad = 1 


EJERCICIOS 6.1 (página 307) 


1. a) /12-21-3=0 b) ¿47 = 84 +16=0 c) 2 = 12=0 
d) /223=0 e) }? =0 y E E, 
2.a) ¿=3¿=-1 bi=s4 e) i= diis ia 
d) Ningún eigenvalor real e) ¿=0 P ¿=1 
2] 
3. a) Base para el eigenespacio correspondiente a /¿ = 3: H 


base para el eigenespacio correspondiente a ¿ = 


3 
b) Base para el eigenespacio correspondiente a ¿=4: [i | 
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3 
y i 12 
c) Base para el eigenespacio correspondiente a 4 = y 12: Es 
3 
WE 
base para el eigenespacio correspondiente a ¿= —y12: j 
d) No hay eigenespacios. 
í ; ; à 1 
e) Base para el eigenespacio correspondiente a Ż = Q0: A. Ñ 
i 7 , , ] 0 
f) Base para el eigenespacio correspondiente a å = 1: od 
5.4) ¿6/24 114-6=0 b)/5=27=0 
Cd) 1482 +/1+8=0 di -2=0 
e) 43 — 6}? + 12-8=0 f) Ż? — 22? — 15) +36=0 
6.4) ¿=1l.¿=2/=3 br=0.2=,122 qe 
c) .=-8 d) 2=2 e),=2 
$) =->4,/=3 
0 } -] 
7.a) ¿=1: base | 1 |./= 2: base 11.2 = 3: base l 
0 l l 
į MISES D 
b) ¿= 0: base | į |. à= y2: base | H(— 1 + 2/2) 
A 1 
HIS— 5/2) 
¿= =y/2: base | H—1-—2/2) 
l 
eN 71 
6 y 
c) ¿= —8: base |— 4 (d) ż= 2: base | | 
l l 
PA 2 ud 
e) ¿=2: base 4 (f) 4 = —4: base Ahoi = base | —2 
l l l 


8. DU-DU+2DU+D=0 b) U-4tut+2=0 
))daAs=l¿=-2Li=-1 bi=4 


A 0 
10. a)ż= l:basel | y| |./ - 2: base E 1: base 


— SD] 
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b) ¿=4: base 


AE 
ll. a} ¿=-4/=3 
b) Base para el eigenespacio correspondiente a¿= —4: —2 + łx + x? 
base para el eigenespacio correspondiente a į = 3: 5 — 2x + x? 


12. a) = 1,2 = =2,4= al 


0 0 12 3 
b) Base para el eigenespacio correspondiente a / = ls | y | 4 ; base 


-1 0 
| ; base para el eigen- 


para el eigenespacio correspondiente a = —2: l 1 0 


espacio correspondiente a 1 = —1: 


18. 1, -1, — 2°, 22 


EJERCICIOS 6.2 (página 317) 


| 43 1 0 4 0 1 0 
E ’ PAPA 683" PAPS 
ji 0 2 pafi 0 =1 


0.1.0 0 0 0] 
7 P= 0-1 PUAP=|0 10 
-1 0 1 o 0 2| 
SN 3 0 0] 
8& P=| 010 PUAP=|0 3 0 
y 0 0 2 
Y 2 3 100 
9, No diagonalizable 10. P IAS P APs tO 2. 0 
1.34 0.0.3 
1 0 0 0.0.0 
11. No diagonalizable (APS 0.10 PEAP =r "0 0 
| 0.041 
m 100 y) 0 0 0 
13. No di lizabl paco ET S AR P'AP E S 
J lag d e z e = = 
i ai iai 0.011 A g 
0.0.0 1 TG 4-0 3 
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l 0 
17. p =3 +x, p =X 19. -1023 1024 


EJERCICIOS 6.3 (página 323) 


1. a) A=0: unidimensional, A= 2: unidimensional 
b) A= 6: unidimensional, A = —3: bidimensional 
c) A= 3: unidimensional, A= 0: bidimensional 
d) A= 0: unidimensional, A = 6: bidimensional 
e) A= 0: tridimensional, A= 8: unidimensional 
f) A= —2: tridimensional, A= 4: unidimensional 


y3 1 
2 Z 8 
3. P= P'AP = 
y3 0 +4 
L 2 
ara ll lr A 
és ADE A 0. 4.25 
l 1 
-4 0 } 235 0 0 Ts A 0 
5 P=] 0 0 PUAP=| 0 -3 0 i À 
2 0 ż 0 0 —S0 6 o 0 
Jir eaa 
0 0 1 
I l qe l E] 
Ki- fol: 3 
ya v6 y? y 2 (2 
2 l l 
7. al 0 8.lo 0 ML. 
y3 vÓ y Ka 
1 | I 1 0 0 0 
ył yó MES 0 l 0 0 | 
4 2 
a 0 - 0 
yo yo 
2 I 
T 0 - 0 
6 v5 v5 
1 2 
0 - 0 == 
IS 75 
2 l 
0 £ 0 
L yo wo] 
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EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS (página 324) 


1. b) La transformación hace girar los vectores hasta describir el ángulo 0; por lo 
tanto, si 0 < 0 < rr, entonces ningún vector diferente de cero se transforma 
en un vector con la misma dirección o la opuesta. 


AO 
2. A= k con multiplicidad 3. 3, c) |O 2 1 
0.0 3 
y | 15 30 a [75 150 a [375 750 [1875 3750 
9..4?= de ai= | A%= DET ea ea 
L5 10 25 50 125 250 625 1250j 
E E: ls pegsi ES O e 
é ; | LASA 3 
10 A [3 861. AS | 6 15 10] MA y 
) S 
6 —I5 10 10 —24 l 
dl à 0 0 l —3 
EJERCICIOS 7.1 (página 335) 
1. a) j= te —2e,e* by =0 
y = cet eae J= 
2. a) y, = e *—3c,e * b) y, = -pe + Her” 
ya = 2ce ™ + 2eze * y= -he e” 
3. a) Y sx ~ce? 4 cze?” b) yı en e?” A 2e 
jint a + 20,0% meee ya = een 2e 
Ya = 20307 = eae? y, = -2e% +27 
4. yi = (c1 + cae?” + ce 
Ya = = Ce?" + cze?" 
ya = = 0e 4 cze’ 
5. y = eet hee > 6 y= cre” + 0% + eae? 
EJERCICIOS 7.2 (página 342) 
l.a) (1 + 7)— 2senx — sen2x 
sen 2 en 3. se 
b) (+m = 2fsnx + se nd 
n 


2 ) 4? “OS 4 A. > ei ty c 
. a) 37° + 4cos x+ cos 2x +% cos 3x — 4nsenx — 2r sen2x sen 3x 


" COS KX ” senkx 
D ipa Y MA 
k=1 
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(3 - ee — 19) 3 6 


4. a) (4e — 10) + (18 — 6e)x b) 5. a) >x b) 1-5 
2 t n 


BEF 
8. y ¡Sentkx) 


k=1 


EJERCICIOS 7.3 (página 353) 


l. a) 2x? — 3xy + 4y? b) x? — xy c) 5xy d) 4x? — 2y? e) y? 


0 0] 
e) [x y] My =81 7 -5- 
o 1]ly 
4. a) elipse b) elipse c) hipérbola d) hipérbola 
e) círculo f) parábola g) parábola h) parábola 
i) parábola 7) círculo 
5. a) 9x? + dy” = 36, elipse b) x? — 16y? = 16, hipérbola 
e) y? = 8x', parábola d) x’? +y’? = 16, círculo 
e) 18y? — 12x'? = 419, hi- Dy= Ex, parábola 
pérbola 
6. a) 3x'? — 2y? +8=0, hi- b) 24/2x? —7x' + 9y'=0, 
pérbola parábola 
c) 7x'? + 3y? = 9, elipse d) 4x'? — y’? = 3, hipérbola 
7. 2x"? + y"? = 6, elipse 8. 13y"2 — 4x"? = 81, hipérbola 
9, 2x1? — 3y"? = 24, hipérbola 10. 6x”? + 11y”? = 66, elipse 
11. 4y"? — x"? = 0, hipérbola 12. Y29y? — 3x' = 0, parábola 
13. a) Dos rectas que se intersecan, y =x y y= -x 


b) No existe gráfica 
c) La gráfica es el punto único (0, 0) 
d) La gráfica es la recta y = x 


a 3 2 
e) La gráfica consta de dos rectas paralelas PH D)= +2 


y 13 y 13 


J) La gráfica es el punto único (1, 2) 
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EJERCICIOS 7.4 (página 360) 


1. (a) x? + 2y? — z? + 4xy — 5yz b) 3x? + 724 + 2xy — 3xz + 4yz 


c) xy + xz + yz d)x*+ y? =a 
e) 3z? + 3xz f) 224 + 2xz + y? 
ca d Te a 0.4.1 EA 
E e O JE o 2 dl} o +H ajo 1-0 
ú E Era? 110 0-4. =] 
003 0 0 1 
e) |0 0 0 N1010 
3.03 1.0.2 
1 2 0 xX 
3. a) [x y al 2 -4 b +[7 0 2]|y]-3=0 
0-3 -l1 2 
3 -3 xX 
TEDER ab +[-3 0 0J|y|-4=0 
po centage E z 
044 
c) [x y z] ' 0 4 jiso 
TE 
l 0 oji x 
d) [x y z] o 1 al y|-7=0 
0 0 lilz 
0.03 xX 
e) [x y af 0 0 y -14 0OJ[|y|+9=0 
30.3 2 
0.0 1]fx X 
N [ix y zjf0 1 O||yl+[2 -1 3] 
I.0 2||z E 
4. a) Elipsoide. b) Hiperboloide de un manto. 
c) Hiperboloide de dos mantos. d) Cono elíptico. e) Paraboloide elíptico. 
f) Paraboloide hiperbólico. g) Esfera. 


5. a) 9x? + 36y” + 421? = 36, elipsoide 
b) 6x1? + 3y? — 22? = 18, hiperboloide un manto 
e) 3x? = 3y? = 22 =3, hiperboloide de dos inantos 
d) 4x1? +9y1? — ¿2 =0Q, cono elíptico 
e) x? + 16y? — 162'= 32, hiperboloide de un manto 
A 71-39 +2=0, paraboloide hiperbólico 
g) x? +y? +z = 25, esfera 


6. a) 25x' — 3y' — 507z’ — 150 = 0, hiperboloide de dos mantos 
b) 2x9 + 2y? + 82? — 5=0, elipsoide 
c) 9x7 + 4p? — 362 = 0, paraboloide elíptico 
d) x? — y” +2'=0, paraboloide hiperbólico 


416 


10. 


¿1? +v"? — 2z"? = —1, hiperboloide de dos mantos 
00 +y? 4 22112 = 4, elipsoide 


¿00 +y"? +z" =0, paraboloide hiperbólico 


6x"? + 3y"? — 8 V/2z" =0, paraboloide elíptico 


EJERCICIOS 8.1 (página 368) 


L 


10. 


a) .28 x 10! b) .3452 x 10* c) .3879 x 1075 

d) —.135 x 10° e) .17921 x 10? f) —.863 x 107! 

a) 280 x 10! b} 345 x 10* c) 388 x 1075 

d) —.135 x 10° e) .179 x 10? f) —.863 x 107? 

a) 28 x 10! b) .35 x 10* e) .39 x 1075 

d} —.14 x 10° e) .18 x 10? f) —.86 x 107! 

M3 Fl 35028 7 5x=% x=, x,=% 

O ME AE E E] 7.x,=0,x2=0,x3=1l1,X4 1 
x= 997, x, = 1.00 Xx 2.62 10, kE = l 
x=0,x2=1( sinpivote );x, = 1, x, = l ( con pivote ) 


EJERCICIOS 8.2 (página 374) 


1. 


2 


3. 


12, 


13. 


. xı = .954, x2 =-—1,90; la solución exacta esx; = 1 


ET 


xı 2.81, x7 %.94; la solución exacta es x; =3, x, =l 


xı =—2 


, 


xı =-—2.99, x, = —.998; la solución exacta es x; = —3, x, =—1 


. xı 0,00, x, = 1.98; la solución exacta es x; =0, x, =2 


. xi %3.03,x2 % 1.02; la solución exacta esx; =3,x2 =1 
. xı Œ= 1.01, x, % —2.00; la solución exacta es x; = 1, x =—2 
xı % —3.00, x, % —1.00; la solución exacta esx; =—3, x, 5—1 


S 
l 


=~ 005, x, % 2.00; la solución exacta esx; =0,x7 =2 


e 


492, x7 %.006, x3 =--.996; la solución exacta es xy =}, 


. xı ©% 1.00, x %.998,x3 = 1.00; la solución exacta es xı = 1, x2 


> 


e 


499, xa %.0004, x3 Y -—1.00; la solución exacta es xı => 
xı %1.00,x, =1.00, x3 1.00; la solución exacta esx; =1,xz 


a, d, € 


APENDICE 
Xz =0,x3 =-1 
as l, x3 =] 
x2=0,x3=-—1 
=1,x3 =] 
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EJERCICIOS 8.3 (página 384) 


1. aA=3 b) No hay eigenvalor dominante c) A=6 d) A=3 


) 1.00 b) 5.02 
a 5 
.503 


1 
c) El eigenvector dominante es A ; el eigenvalor dominante es 5 
3 


d) El error en porcentaje es .4% 


1.00 
3. a) | b) 8.01 
150 


1 
c) El eigenvector dominante es H ; el eigenvalor dominante es 8 
4 


d) El error en porcentaje es .125% 


1.00 
4. a) b) —4.00 
— .560 


1 


c) El eigenvector dominante es | 
$ 


1 
l ; el eigenvalor dominante es —4 


d) El error en porcentaje es 0% 
5. a) Al final de dos iteraciones, el eigenvalor y eigenvector dominantes son aproxi- 


27 
madamente A, 20.1 y x = l sol 


b) Los valores exactos del eigenvalor y eigenvector dominantes son A, = 20 y x= 


6. a) Al final de tres iteraciones, el eigenvalor y eigenvector dominantes son apro- 


à —.978 
ximadamente A, ~% —9 95y x= 


b) Los valores exactos del eigenvalor y eigenvector dominantes son À, = —10. 
| 
Y SE 
Í 
.027 


7. a) 5927 b) 10.0 
1 
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0 
0 | ;el eigenvalor dominante es 10 


c) El eigenvector dominante es 
l 


EJERCICIOS 8.4 (página 388) 
E [>si 
1. a) | b) 7.00 c) 43 x 200: v; xl j | 


d) Eigenvalores exactos 7, 2; eigenvectores exactos 


e, -.532 
2. a) E b) 120 c) 3 2.02, v, 3 E 


d) Eigenvalores exactos 12, 2; eigenvectores exactos 


dE 
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Base, 178 
cambio de, 226-230 
coordenadas relativas a una, 222 
estándar, 179. 180 

Base estándar para P, 180 
para R”, 178 


C 


Caja negra 70 
Cambio de base, 227-230 
Cauchy, Augustin Louis, 200 
Cauchy, desigualdad de, 2090 
Cauchy-Sehwarz. desigualdad de, 200-201, 204, 
205 
Cerrado bajo la adición, 163 
Cerrado bajo la multiplicación escalar. 163 
Cofactor, 97-108 
desarrollo, 97-109 
Columna. de una matriz, 42 
espacio, 187 
vector 187 
Combinación lineal. 166 
Componente, ortogonal a, 130, 133 
de un vector 116-117, 119 
Compresión. 270 
Condensación pivotal 363-369 
Condición inicial 330 
Cónica imaginaria, 354 
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Cónica no desenerada, 343 
Conjunto (de vectores) ortonormal, 21] 
Conjunto ortogonal, 207, 211 
Cono elíptico, 355 
Contracción (operador de). 250 
Coordenadas, de un punto, 230-232 
de un vector, 224 
Coordenada(s), ejes de, 118-119 
libre. 140 
matriz de, 224, 286-287 
planos de. 118 
vector de, 224 
Cosenos de dirección. 133 
Cramer, regla de, 97-109 


D 


Deflación. 385-388 
Descomposición de un vector. 131 
Deslizamientos cortantes. 271-272 
Desviación, 337 
Desplazamientos simultáneos, 369-376 
Desplazamientos sucesivos, 371-375 
Det 81 
Determinante (función determinante) desarro- 
llo por cofactores de un, 97-109 
definición, 8] 
de una matriz de 2 x 
de una matriz de 3 x 
Diagonal principal 43 
Dilatación, 250 
Dimensión. 183-184 
Distancia euclidiana, 154 
Distancia, entre puntos, 203 
entre vectores 204 


Za 5 
3,79 


E 


Ecuación característica, 302 
Feuación cuadrática, en x y y, 343 
enx, y yz 354 
Ecuación diferencial 329-336 
solución general de una, 329 
solución particular, 329 
Ecuaciones de dependencia, 190 
Fcouaciones de traslación, 121 
Ecuaciones paramétricas, 146-147 
l:cuaciones simétricas, 148-149 
Ecuación lincal, 19-76 
solución de una, 20 
Figenespacio (espacio propio) 304-306, 307 
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de un operador lineal, 306 
Eigenvalor dominante, 375 
Eigenvalores (valores propios) complejos 304 
Eigenvalor (valor propio), 301-326 
de un operador lincal, 306-307 
Eigenvector dominante, 376 
Eigenvector (vector propio), 301-326 
de un operador lineal, 307 
Flemento pivote, 364 
Elementos, 42 
Eliminación gaussiana, 26-38, 106 
con pivote, 363-369 
Elipse, 344 
Elipsoide, 355 
Equivalentes respecto a los renglones, 62 
Error cuadrático medio, 337 
Error en porcentaje, 381 
Error en porcentaje estimado, 381 
Error por redondeo, 363 
Error relativo, 381 
Error relativo estimado, 381 
Escalar, 43, 113 
Espacio generado, 168 
Espacio lineal generado, 169 
Espacio », 151 
Espacio » euclidiano, 155-157 
Espacio nulo (kernel), 257 
Espacio (subespacio) del vector cero, 160 
Espacio de renglones, 187 
Espacios vectoriales complejos, 158, 304 
Espacios vectoriales de dimensión finita, 181- 
182 
Espacios vectoriales de dimensión infinita, 181 
Espacios vectoriales generales, 156-163 
Estrictamente dominante en la diagonal, 373 
374 
Expansión (o compresión), 270-271 


F 


Forma cuadrática, 343-360 

matriz de una, 347 
Forma cuadrática asociada, 309, 354 
Forma escalonada en los renglones, 26 
Forma escalonada en los renglones reducida, 26, 

27 

Forma general de un plano, 144 
Fourier, coeficientes de, 341 
Fourier, Jean Baptiste Joseph, 341 
Fourier, series de, 339-342 
Fredholm, teorema alternativo de, 299 


G 
Gauss, Carl Freidrich, 29 
Gauss+Jordan, eliminación de, 29-30 
Gauss-Seidel, iteración de, 371-376 
Generación, 167 
Gram, Jörgen Pederson, 216 
Granr Schmidt, proceso de, 216 


H 


Hipérbola, 344 
Hiperboloide, de un manto, 355 
de dos mantos, 355 


INDICE 


I 


Imagen, de un vector, 247 
Inversa(s), de una matriz, 53-57 
de una matriz de 2 x 2, 275 
operaciones, 61 
Inversión en una permutación, 78-79 
Inverso aditivo, véase Negativo de un vector 
Iteraciones, 371 


J 


Jacobi, iteración de. 369 
Jordan, Camille, 29 


L 


Lagrange, identidad de, 134-135 

Legendre, polinomios de, 22] 

Ley conmutativa, para la adición, 50 
para la multiplicación, 50 

Ley de cancelación, 52-53 

Ley distributiva, 50 

Leyes asociativas, 50 

Lin, 170 

Logitud de un vector, 120-126, 203 

Longitud euclidiana, 154 


M 


Mantisa, 363 
Matrices iguales, 43 
Matrices ortogonalmente semejantes, 324 
Matrices semejantes, 291-296 
Matri2acompañante, 327 
Matriz antisimótrica, 97 
Matriz aumentada, 22-23 
Matriz cero, 52-53 
Matriz cuadrada, 84, 90-97 
Matriz de coeficientes, 47 
Matriz de transición, 229 
Matriz diagonal, 295-296 
Matriz diagonal superior, 84 
Matriz diagonalizable, 309-318 
Matriz clemental, 60-67 
Matriz estándar, 266-268 
Matriz identidad, 53 
Matriz inversible, 53-57, 275 
Matriz (matrices) aumentada, 22-23 
acompañante, 327 
antisimétrica, 97 
cero, 52-53 
columnas de una, 42 
de cocficientes, 47 
de coordenadas, 224 
definición, 22, 42 
de los cofactores, 102 
de una forma cuadrática, 347 
de una transformación lincal, 284-291 
diagonal, 295-296 
diazonalizable, 310 
diagonal principal, 43 
clemental, 60-67, 275 
elementos de una, 42 
equivalentes respecto a los renglones, 62 


INDICE 


forma escalonada en los renglones, 26, 27 
forma escalonada en los renglones reducida, 
26, 27 
identidad, 53 
igualdad de, 43 
inversa, 54-57 
inversible, 54-57, 275 
inversión de una, 63, 64 
múltiplo escalar de una, 152, 158 
notación matricial para vectores, 155 
orden de una, 43 
ortogonal, 234 
ortogonalmente diagonizable, 318 
ortogonalmente semejantes, 324 
producto de, 44-45 
rango de una, 191 
renglón de una, 42 
semejantes, 292-296 
simétrica, 97, 318-327 
suma, 44 
tamaño de una, 42 
transformación, 248-249 
transición, 229 
transpuesta de una, 91 
traza de una, 308 
triangular, 84-85 
triangular inferior, 84 
triangular superior, 84 
Matriz ortogonal, 234 
Matriz ortogonalmente diagonalizable, 318 
Matriz triangular, 84-85 
Matriz triangular inferior, 84 
Matriz simétrica, 97, 318-326 
Menor, 98 
Método de iteraciones, 266 
Método de la potencia, 375-386 
con reducción a escala, 379 
Multiplicación por A (como una transforma 
ción), definición, 248-249 
espacio nulo, 257 
núcleo (kernel), 256-257 
recorrido, 256-257 
Múutiplo escalar, 152-157 


N 


mada ordenada, 151 

Negativo de un vector, 115, 152 
Norma de un vector, 122-125, 202 
Norma cuclidiana, 155 

Normal a un plano, 142 
Normalización de un vector, 211 
Núcleo (kernel), 256-265 

Nulidad, de una transformación, 259 
Número con punto flotante normalizado, 363 
Números binarios, 363 

Números decimales, 363 


0 


Operaciones elementales sobre los renglones. 23 
Operaciones en los renglones, 23 

Operaciones estándar sobre R”, 152 

Operador lineal, 250 


421 


matriz de un, 264 
Orden, 43, 339 
Origen, 118-119 


P 


Parábola, 344 
Paraboloide elíptico, 355 
Paraboloide hiperbólico, 355 
Par ordenado, 151 
Permutación, 77 
Permutación impar, 78 
Perm utación par, 79 
Pitágoras, teorema generalizado de, 207, 219 
Plano, ecuación general, 144 
forma normal puntual, 142 
Plano xz 118 
Plano xy, 118 
Plano yz, 118 
Polinomio característico, 302 
Polinomio mónico, 326 
Polinomios normalizados de Legendre, 221 
Polinomio trigonométrico, 339 
orden de un, 339 
Posición estándar, 343, 354-357 
Problema con valor inicial, 330 
Producto, de una matriz por un escalar, 43 
de matrices, 44-45 
de matrices inversibles, 54 
de un vector por un escalar, 115-116, 152- 
133, 157 
Producto elemental, 79-81 
Producto elemental con signo, 80, 91 
Producto escalar (punto), 126 
propiedades del, 130 
Producto interior cuclidiano, 126, 153 
Prod uctosfs) interior(es), axiomas para el, 197- 
203 
espacio de, 197 
euclidiano, 153, 197 
Producto vectorial (cruz) de vectores, 133-141 
Proyección ortogonal, 130, 213, 251 
Punto inicial, 113 
Puntos en R”, 15] 
Punto terminal, 113 


R 


Raíces latentes, 301 
Rango de una matriz, 191 
de una transformación, 259 
Rayleigh, cociente de, 378 
Rayleigh, John, 378 
Recorrido, 257 
Recta, ecuaciones paramótricas de la, 146-147 
ecuaciones simétricas de la, 148-149 
Reflexiones, 270 
Regla de la mano derecha, 137 
Renglón, 42 
R™, 265 
Rotación, de ejes, 232-233 
de vectores, 241, 248, 249 
Rotaciones, 270 


422 INDICE 


S Terna ordenada, 151 
x Transformación cero, 250-251 
Schmidt, Erhardt, 216 Transformaciones lineales en el plano, 268 
Schwarz, desigualdad de, véase Cauchy-Schwarz, Transformación identidad, 250, 271 
desigualdad de Transformación inversa, 276 

Schwarz Hermann Amandus, 200 Transformación lincal, 247-299 
Sección cónica (cónica), 315 matriz de una, 284-292 

degenerada, 316 Transformación ortogonal de coordenadas, 235- 

no degenerada, 316 237 
Sección cónica degenerada, 343-354 Transpuesta, 91 
Sistema consistente, 21 propiedades de la, 91 


Sisterna de coordenadas derecho, 118-119 * Traza de una matriz, 309 


Sistema de coordenadas izquierdo, 118-119 


Sistema de coordenadas rectangulares, 118 U 
Sistema de ecuaciones lineales, 20-21 
consistente, 21 Uno principal, 28 
inconsistente, 21 Uso de un pivote, 364 
solución de un, 20 
Sistema físico lineal, 70 v 
Sistema homogénco, 38-42, 166 
Sistema inconsistente, 21 Valores característicos, 301 
Sistema mal condicionado, 368 Valores propios, 301 
Solución, de una ecuación lincal, 20 Variables principales, 28 
conjunto, 20 Vector, 113-130 
de un sistema, 20-21 cero, 115-116, 157 
espacio, 166 > de coordenadas, 222-245 
vector, 166 longitud de un, véase Norma de un vector 
Soluciones no triviales, 38 norma de un, 123-125 
Solución trivial, 38 Vector cero, 114-120, 157 
Subespacio, 163-172 Vectores (conjunto de) linealmente dependien- 
Subespacio cero, 163 tes, 172 
Suma, de matrices, 43 Vectores (conjunto de) lincalmente indepen 
de vectores, 114, 152, 157 dientes, 172 
Superficie cuadrática, 355 Vectores equivalentes, 113 
Sustitución hacia atrás, 33 Vectores geométricos, 113-123 
Sustracción, de matrices, 44 Vectores iguales, 114 
devectores, 115, 151 Vectores ortogonales, 126, 200 


Vectores renglón, 187 
Vectores unitarios estándar, 135-136 


Y Vectorial, espacio, 151-245 
axiomas, 157 
lamaño de una matriz 42 de dimensión finita, 181 
Teorema de dimensión, 260 de dimensión infinita, 181 
Teorema de la mejor aproximación, 219 dimensión de un, 183-184 
Teorema de homogeneidad, 197 subespucio de un, 163-172 
Teorema de los ejes principales, para R?, 348 
para R?. 357-358 w 


Teorema de proyección, 217-219 
[corema generalizado de Pitágoras, 207 Wronskiano, 178 


